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Relativistischer Spin und Bahndrehimpuls

Betrachten Sie die stationdre Dirac-Gleichung fiir das Wasserstoffatom unter der Annahme, dass
MElektron/MProton — 0, d.h., dass die Bewegung des Atomkerns vernachlissigt werden kann

[cap+pBme® + V(r)] () = Eu(r),

wobei 7 = |7] und V(r) das Coulombpotential des Elektrons im Feld des Protons darstellt.

a)

b)

d)

Welche der folgenden Observablen ist eine Erhaltungsgrosse fiir dieses System: 5’%, Spi,
EQD, Lp;, i ={z,y,2}7? Lp= (7" X P)14x4 bezeichnet hierbei den Bahndrehimpulsoperator,

wahrend der Spinoperator durch Sp = % (g 2_,) gegeben ist.

Zeigen Sie, dass die Komponenten des Gesamtdrehimpulses Jp=Lp+S D, Erhaltungsgrossen
sind.

Leiten Sie die folgende, nicht-relativistische, Naherung der obigen Dirac Gleichung ab
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wobei hier ¢(7) der "obere’ Zweierspinor ist und € = E —mc? die nicht-relativistische Energie
ist.

Hinweis: Schreiben Sie zuerst die Dirac-Gleichung als zwei gekoppelte Gleichungen fiir die
Zweierspinoren ¢ und x. Entwickeln Sie diese dann in (ET;C‘Q/) Den Darwin-Term brauchen

Sie nicht erneut abzuleiten (sieche 3. Plenum).

Welche Terme dieses Hamilton-Operators (aus ¢)) kommutieren sicher mit L bzw. mit §
kommutieren? Zeigen Sie in Folge, dass sie fiir diesen Hamiltonoperator die Komponenten des
Gesamtdrehimpulses J = L+S , nicht aber Lund S , Erhaltungsgrossen sind. Welcher Term
im Hamilton-Operator ist dafiir verantwortlich, dass L und S nicht unabhéngig voneinander
erhalten sind?

Machen Sie fiir ¢(7) den Produktansatz ¢(7) = f(r))(0, ¢), wobei V(0, ¢) eine zweikompo-
nentige Spinor-Wellenfunktion bezeichnet. Driicken Sie Y(0, ¢) explizit durch Kugelflachen-
funktionen Y}, (6, ¢) und Zweierspinoren aus. Sie brauchen die entschprechenden Vorfaktoren
nicht zu berechnen.



