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Plenum Dichtematrix und verschrankte Zustande

Betrachten Sie ein quantenmechanisches System, welches aus zwei Spin—%-Teilchen besteht. Mit

den Spin-Operatoren S, =1 (a‘.” o o.z) sei der Hamilton-Operator gegeben durch
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a) Stellen Sie H in der Basis |J, M) des Gesamtdrehimpulses J = S; + S, dar.

In der Basis |J, M) werden die Zusténde eines Zweiteilchensystems mithilfe der Quantenzahlen

J, M, s1 und sy kodiert. Letztere beiden schreiben wir nicht explizit an, da fiir alle Zustande

S1 S9 = % gilt. Um den Hamiltonoperator in dieser Basis darstellen zu konnen, mochten
wir ihn also in eine Form bringen, die nur noch Operatoren enthélt, deren Wirkung auf die

Zustande wir kennen. Dies gelingt uns folgendermafen:
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Fiir die Darstellung in der |.J, M )-Basis miissen wir noch die Basiselemente identifizieren. Derlei
gibt es vier, weil jedes einzelne Teilchen zwei verschiedene z-Komponenten des Spins annehmen

kann. Fir die Léange J des Gesamtspins J gilt:
|s1 —s2| < J <s1+s2=Je€{0,1}
Dariiber hinaus wissen wir fiir die z-Projektion J. des Gesamtspins:
—-J<J, <J

Somit haben wir fiir J = 0 nur die Moglichkeit J, = 0, und fiir J = 1 die drei Moglichkeiten
J, = —1,0,1. Unsere Basis B lautet somit

B = {|070>7 |171>7 ‘1’O>7 ’17_1>}

Fiir alle diese Zusténde gilt:
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Zudem kennen wir die Wirkung von J? auf die Zustinde:
0, J=0

J2 |0, M) = 02 J (T + 1) |J, M) =
2R2 |1, M), J=1



Somit konnen wir den Hamiltonian in Matrixform beziiglich der Basis B (mit den Basiselementen

in der Reihenfolge wie oben) schreiben als
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b) Das System befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand [¢(t = 0)) = [1); @ [4)y =: [1]).
Berechnen Sie die Wellenfunktion | (¢)) fiir ¢ > 0.

Der grofie Vorteil an der Darstellung aus a) ist, dass der Hamiltonoperator bereits diagonal ist
und seine Eigenwerte somit einfach abgelesen werden konnen. Wir wollen also den gegebenen
Zustand in der Gesamtdrehimpulsbasis darstellen. Fiir die Umrechnung zwischen den beiden
Basen kénnten wir eine vorgefertigte Tabelle mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten verwenden. Hier

allerdings wollen wir diese explizit herleiten.

Fiir gegebenes J gibt es 2J + 1 Zustande mit jeweils unterschiedlichem M, die ein sogenanntes
Multiplet formen. Der Zustand mit dem hochsten M dieser Multipletts ist jeweils eindeutig.
Beispielsweise kann der Zustand |1, 1) nur durch my, = ms, = 3, also durch den Zustand [11),

bewerkstelligt werden. Wir wissen also:
[1,1) = 11)
Die anderen Zustdnde aus dem Multiplett erhalten wir durch anwenden des Absteigeoperators
Jo=JiPe1® 410 g j@

Auflerdem wissen wir, dass der Absteiger des Gesamtdrehimpulses die Quantenzahl M um eins

erniedrigt (neben der Multiplikation mit einem irrelevanten Faktor):
J_|J, M) o |J,M —1)
Somit gilt:

Jo L1y = Jo 1) o 1) + [4)

x |1,0)
und mit Normierung:
[1,0) = — (1) + [11)
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Der Zustand mit M = —1 ist wieder eindeutig (aus den gleichen Argumenten wie schon M = 1):
1, -1) =)



Der vierte Zustand ist nun der mit J = 0, M = 0. Es ist klar, dass er eine Linearkombination

aus den Zusténden |1)) und [|1) sein muss:

0,0) = a|t]) +b[i1)

Die Koeflizienten bestimmen wir iiber die Forderung, dass der Zustand normal auf die anderen
sein soll. Zu |1,1) und |1, —1) ist er das trivialerweise, und durch die Orthogonalitétsbedingung
zum Zustand |1, 0) erhalten wir
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Es ist also klar ersichtlich, dass der Zustand |1|) dargestellt werden kann als

10,0) = —=(IT4) = 1)

1

= 1,0y + 0,0
1) = == (11.0) + 10.0)
Fiir seine Zeitentwicklung versehen wir jeden Zustand mit seinem eigenen Phasenfaktor:
1 ) .
t)) = — ( 1,0 eth/4 + 0’0 6—3’Lgt/4>
w(e) = == (1L.0) e/ +10.0)

c) Ein Zustand |¢) eines aus zwei (oder mehreren) Teilsystemen bestehenden Gesamtsystems
wird als verschrdnkt bezeichnet, wenn er sich nicht als direktes Produkt von Zusténden |¢),

und |¢), der Teilsysteme 1 und 2 schreiben lésst, d.h. es existieren keine |¢); und |¢),, sodass

9) = [6)1 @ |¢)y-
Zu welchen Zeiten t > 0 ist der Zustand [¢(t)) aus b) nicht verschrankt?

Herangehensweise 1: Direktes Betrachten des Zustands

Eine Moglichkeit fiir das Uberpriifen der Verschranktheit ist es, den zeitentwickelten Zustand di-
rekt zu betrachten. Wir iibersetzen diesen zunéchst wieder in die Produktbasis der Einzelspins,
da nur hier die Anschreibbarkeit als Produkt direkt ersichtlich ist. Mit der oben gefundenen

Transformation gilt:

1

[¥(t) =5

- [(eigt/4 i e—3igt/4> I14) + (eigt/4 _ e—3igt/4> |¢T>}

Dieser Zustand ist genau dann als Produktzustand anschreibbar und somit nicht verschrankt,

wenn einer der beiden Koeffizienten verschwindet. Von der ersten Klammer erhalten wir:
—e!9t/h = 739t/ o oIt — 1 = cos(gt) — isin(gt) = —1

Hier geben Real- und Imaginérteil jeweils eine Bedingung, die durch die gleiche Lésung erfiillt

werden:
2n —1
p= Zn=Dr
g

Die zweite Klammer ergibt

Wt/ — ¢=3i9t/h = =it — 1 = cos(gt) — isin(gt) = 1



Dies liefert die Bedingung
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Kombiniert man die beiden Bedingungen, so ist also der Zustand |¢(t)) zu allen Zeiten

nicht verschrankt.
Herangehensweise 2: Berechnen der Teilspur der Dichtematrix

Wir betrachten zunéchst die Dichtematrix, die auf den ersten Blick nichts mit unserer Problem-
stellung zu tun hat. Wir werden jedoch zeigen kénnen, dass die Verschranktheit der Teilchen

dquivalent dazu ist, dass die reduzierten Dichtematrizen keine reinen Zustdnde beschreiben.

Seien die Zusténde |i); bzw. |[i), die Einteilchenbasiszustéinde der Teilchen 1 und 2. Dann

konnen wir einen allgemeinen Zustand |¢) schreiben als
9) = Zaij |2)1 ® [5)2
1,J

wobei A := (a;; € C¥*P. Nun bilden wir die Teilspur der daraus resultierenden Dichtematrix

iiber das Subsystem 1:
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Die reduzierte Dichtematrix in Matrixschreibweise ist also gegeben iiber
py = AA!

Beschreibt die reduzierte Dichtematrix einen reinen Zustand, so muss also rk(AAT) = 1 sein.
Wir werden im folgenden zeigen, dass dies dquivalent zu rk(A) = 1 und dazu, dass |¢) als
Produktzustand angeschrieben werden kann, ist. Hierfiir betrachten wir zunéchst den Kern von
AAT. Dieser ist definiert als die Menge aller Vektoren z, die von AAT auf 0 abgebildet werden:

Ker(AAD) = {:c e CP: AAly = o}
Nun gilt:

AATz =0 = 2TAATz =0 = (ATz) ATz = 0= ATz =0



Die Umkehrung ATz = 0 = AATz = 0 gilt trivialerweise. Daher ist aber auch die Menge aller
von AA" bzw. AT auf 0 abgebildeten z gleich grof:

ker(AA") = ker(A") = dim(ker(AA")) = ¢ — rk(AA") = dim(ker(A")) = ¢ — rk(A") = ¢ — rk(A)
und somit gilt:
rk(AAT) =1 & 1k(A4) =1

In einer Matrix von Rang 1 sind nun aber alle Spalten ein Vielfaches voneinander, das heiffit wir

konnen A schreiben als
A=(eb eb .. cb) =be”

wobei b € CP, ¢ € C?. Umgekehrt ist sicher jedes dulere Produkt von Rang 1, da ja eben alle

Spalten Vielfache voneinander sind. Somit haben wir gefunden:
ﬁg rein < A5 = biCj

Dann gilt fiir den Zustand |¢):

) = D_aij ih @ L)y = 3 bics lihy @ L)z = (Z bi|i>1) @D eli |

das heifit der Zustand l&sst sich als Produktzustand schreiben. Somit haben wir gezeigt, dass ein
Zweizustandsystem dann und nur dann nicht verschrénkt ist, wenn seine reduzierten Dichtem-

atrizen reine Zustande beschreiben.

Nun koénnen wir unseren Zustand

(1)) = % [(eigt/4 + e—3igt/4> 1)) + <6igt/4 _ e—3igt/4) ‘Hﬁ

in der Basis

Bprod = {‘TT> ) |T¢> ) ‘\LT> ) |¢¢>}

anschreiben als
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und somit ist die Dichtematrix gegeben als
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S 1|0 (I+e ) (1+eY) (14+e )1 —e9) 0
A 0 (1—eT)(14eit) (1 —eTio)(1—ei9t) 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1[0 1+cos(gt) —isin(gt) O
210 isin(gt) 1—-cos(gt) O
0 0 0 0

= % [(1 + cos(gt)) [T (ML + ésin(gt) (WD) (M = [T A + (1 = cos(gt)) 1) (I11]
Fiir die Teilspur iiber das zweite System gilt nun:
= Try(p)
= <T|2 p |T>2 + <¢’2 p Hf>2

= 2 (1 +cos(g) [1){1] + (1 — cos(g)) 1) 1)

1 [1+cos(gt) 0
2 0 1 — cos(gt)

Diese Matrix kann nur dann Rang 1 haben und somit einen reinen Zustand beschreiben, wenn

einer der beiden Eintrége verschwindet. Somit finden wir:

cos(gt)z:l:1:>t:n—7r, neN
g

d) Gekoppelte Spins konnen auch in Quantencomputern zum Einsatz kommen: Eine Elementare
Operation (Quantengatter) ist z.B. das Vertauschen (SWAP) einzelner Qubits. Betrachten Sie
das System in der Basis der einzelnen Spins (d.h. Basis Bpoq aus dem vorigen Teilbeispiel).

Zeigen Sie, dass fiir bestimmte Zeiten t* und bis auf triviale Phasen, die Kopplung der Spins in
Glg. (1) das folgende SWAP Gatter realisiert: {|1),2),|3),|4)} A {11),13),12), |4)}.

Wir betrachten die Zeitentwicklung der einzelnen Basiszustande. Hierfiir iibersetzen wir die
Produktbasiszustdnde zunéchst in die Gesamtdrehimpulsbasis, lassen die dort triviale Zeiten-

twicklung wirken, und {ibersetzen dann wieder in die urspriingliche Basis zurlick. Wir finden



mit unseren Ergebnissen aus b):

e—z’Ht/h |TT> _ e—iﬁt/fl |17 1> — eigt/4 |1’ 1> (2)
o—iHt/h 14) b) % [(eigt/ll I e—3igt/4) 114) + (eigt/4 _ e—3igt/4) |¢T>} (3)
et/ 1) = \}ée—im/h(u,o) ~10,0))

_ % |:(eigt/4 _ 673igt/4> 1) + (eigt/4 I 6*31'9’5/4) |¢T>} (4)
ef’ilflt/h |\L\L> :efth/h|1’_1> :eigt/4|1’_1> (5)

Wie aus Gleichungen (2) und (5) ersichtlich, &ndern sich tatsdchlich die Zusténde |1) und [4)
im zeitlichen Verlauf (bis auf Phasen) gar nicht. Wie man in Gleichungen (3) und (4) sieht,
bestehen diese aus Linearkombinationen der Zusténde |2) und |3), wobei die beiden Zusténde
jeweils genau gegengleich den gleichen Koeflizienten aufweisen. Verschwindet nun der Koeffizient
e'9t/* 4 e=319t/% yor |2) in Gleichung (3), so wird auch der Koeffizient vor |3) in Gleichung (4)
Null. Somit tauschen fiir diese Zeiten tatsdchlich die beiden Zustdnde platz und das SWAP-

Gatter ist realisiert. Die genauen Zeitpunkte kennen wir schon aus Beispiel c):

(2n — 1)m
g

t* = , meN



