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fiir das Tutorium am 5.11.2015

1. Die Lorentzalgebra

(a) Gegeben seien in D Raumzeitdimensionen die Lorentzgeneratoren
(L") ap = 640% — 050, , (1)

die man als Kollektion von D(D — 1)/2 antisymmetrischen Matrizen inter-
pretieren kann, L*. Zeige durch explizite Rechnung, dass die Lorentzalge-
bra erfiillt ist.

Hinweis: Berechne den Kommutator [L**, L] 5 = (L)@, (L*)Y g—(LM)* (L") 5.

(b) Gegeben seien D(D — 1)/2 lineare homogene Differentialoperatoren er-
ster Ordnung " = (x#n** — 2"n*N)0y. Zeige durch explizite Berechnung
der Kommutatoren, dass diese Differentialoperatoren die Lorentzalgebra
erfiillen. Identifiziere die Differentialoperatoren die Boosts entsprechen und
auch diejenigen die Rotationen entsprechen.

Hinweis: Kommutatoren zwischen Differentialoperatoren D; = f(z)0\
sind gegeben durch [D;, D;] = f}(OxfF)0x — f7(Orf")Ox, wobei i, hier
reine Zahlindizes sind, wahrend x und A Raumzeitindizes sind.

(c) Betrachte die Lorentzgeneratoren LM im Spezialfall D = 3 + 1. Ver-
wende die Definitionen K; := Lg; und L; := %eijijk und berechne aus der
Lorentzalgebra die Kommutatoren [L;, L;], [L;, K| und [K;, K;]. Wie lafit
sich das Ergebnis fiir den letzten Kommutator physikalisch interpretieren?
Nimm dann die komplexen Kombinationen L;E = L; £iK; und bestimme
aus obigem Ergebnis die Kommutatoren L7, Lf] und [L, L.

(d) Wir bleiben in D = 3+ 1. Definiere die komplexe 2 x 2 Matrix X := z*0,,
wobei 2# der 4er-Ortsvektor ist und o, = (1,04,02,03) sind komplexe
2x2 Matrizen, namlich die Einheitsmatrix und die drei Paulimatrizen. Be-
weise das det X Lorentzinvariant ist und erlautere was die Falle det X > 0,
det X = 0 und det X < 0 iiber den Ortsvektor z* aussagen.

Hinweis: die Paulimatrizen sind wie folgt definiert:
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2. Geschwindigkeit und Beschleunigung
Es sei u die Geschwindigkeit eines Teilchens entlang der z-Achse beobachtet
in einem Bezugssystem S. Das System S’ bewege sich in z-Richtung mit der
Relativgeschwindigkeit v bzgl. S. Dann ist die in S’ beobachtete Geschwindigkeit
des Teilchens
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Dies ist das sogenannte Additionstheorem fiir relativistische Geschwindigkeiten.

(a) Beweise diese Relation mit Hilfe von Lorentztransformationen.
Hinweis: Vergleiche die direkte Transformation Sy — S’ aus dem Ruh-
system des Teilchens Sy in das Bezugssystem S’ mit dem Produkt zweier
aufeinander folgender Transformationen So — S — 5.

(b) Ein Teilchen pralle mit einer Geschwindigkeit v auf ein ruhendes Target.
Es gibt ein System S’, in dem die Geschwindigkeiten von Teilchen und
Target entgegengesetzt gleich grof sind, Upgeen = —Urager- Benutze das
Additionstheorem um v" zu berechnen. Wie grof ist ', wenn v durch einen
Dilatationsfaktor v = 3 gegeben ist?

(¢) Vierer-Geschwindigkeit u* und Vierer-Beschleunigung b* sind in einem In-
ertialsystem .S definiert durch
dz* . dut
Codr b= dr ’ )
mit dem Eigenzeitdifferential dr = ~~'dt und Weltlinien z# = (¢, Z(t)).
Driicke u* und b* durch die “gewohnliche” Dreier-Geschwindigkeit und
Dreier-Beschleu-nigung

ut

dzr dv
U= — a=— 5
dt’ dt (%)
aus und zeige insbesondere, dass, in einer raumlichen Dimension,
b =~*(va,a) . (6)

3. Lagrange-Formalismus fiir nichtrelativistisches Teilchen
Zur Wiederholung des Lagrange-Formalismus: Die Lagrange-Funktion eines nichtrel-
ativistischen Teilchens mit Masse m und Ladung ¢ in einem elektromagnetischen

Feld ist )
L= §m172 — (7, t) + T - A(7,1). (7)

(a) Zeige, dass die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung auf die aus der Elek-
trodynamik bekannte Bewegungsgleichung
dp - _,
d—fzq(EﬂwB) (8)
fiihrt.
(b) Gib die zugehorige Hamilton-Funktion und die Hamilton-Gleichungen an.

Ankreuzbar: lab, lcd, 2abce, 3a, 3b



