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1. Energie-Impuls-Tensor
Der antisymmetrische Feldstärketensor kann durch ein Viererpotenzial geschrieben
werden als F µν = ∂µAν − ∂νAµ.

(a) Betrachte die Lagrangedichte L = −1
4
FµνF

µν . Unter infinitesimalen Translatio-
nen xµ + δεµ hat man δAµ = δεν∂νA

µ. Zeige, dass der zugehörige Noetherstrom
Jµ = −δενΘµ

ν ist, wobei

Θµν = (∂νAρ)F
µρ − 1

4
ηµνFαβF

αβ . (1)

(b) Der Energie-Impuls-Tensor Θµν ist nicht symmetrisch. Wir definieren einen
neuen Energie-Impuls-Tensor T µν = Θµν + ∂λf

λµν der symmetrisch in µ und ν
ist. Die Erhaltung des Noetherstoms Jµ = −δενΘµ

ν impliziert, dass ∂µΘµν = 0.
Welche Bedingung muss fλµν erfüllen, damit ∂µT

µν = 0 gilt? Bestimme fλµν ,
so dass T µν = F µ

λF
νλ − 1

4
ηµνFαβF

αβ gilt. (Die Lagrangedichte L enthält keine
Quellen, so dass ∂µF

µν = 0 ist.)

(c) Zeige, dass der Strom
N νκλ = xκT λν − xλT κν (2)

erhalten ist, also dass ∂νN
νκλ = 0 ist.

(d) Das Viererpotenzial transformiert unter Lorentztransformation wie folgt

Aµ(xµ)→ Λµ
νA

ν(Λ−1x) . (3)

Bestimme die zugehörige infinitesimal Lorentztransformation.

(e) Wie verhält sich die Lagrangedichte L = −1
4
FµνF

µν unter der Eichtransforma-
tion

Aµ(xµ)→ Aµ(xµ) + ∂µλ(xµ) , (4)

für eine beliebige reelle Funktion λ(xµ)?

2. Erhaltener Strom und Energie-Impuls-Tensor
Es sei eine Lagrangedichte für ein komplexes Feld φ(xµ) gegeben durch

L = ∂µφ ∂
µφ∗ −m2|φ|2 − λ|φ|4

mit |φ|2 = φφ∗ und positiven Konstanten m und λ.

(a) Bestimme die Euler-Lagrange-Gleichungen für φ und φ∗.
Hinweis: Behandle φ und φ∗ als unabhängige φ1 und φ2.
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(b) Die Lagrangedichte ist invariant unter Transformationen der Form φ → eiαφ
(φ∗ → e−iαφ∗) mit α ∈ R. Zeige, dass die Lagrangedichte unter den entsprechen-
den infinitesimalen Transformationen invariant ist und bestimme den erhaltenen
Noetherstrom jµ.

(c) Jetzt betrachten wir infinitesimale Translationen xµ → xµ+δεµ unter denen das
komplexe Feld wie folgt transformiert

δφ(xµ) = δεν∂νφ(xµ) , δφ∗(xµ) = δεν∂νφ
∗(xµ) . (5)

Die Lagrangedichte ist invariant bis auf eine totale Ableitung δL = δεµ∂νKµ
ν .

Bestimme den Noetherstrom Jµ = δενT µν , wobei T µν der Energie-Impuls-
Tensor ist.

(d) Zeige durch explizites Nachrechnen mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen,
dass der Strom jµ und der Energie-Impulstensor T µν erhalten sind, d.h. dass
∂µj

µ = ∂µT
µν = 0 gilt.

Ankreuzbar: 1ab, 1cde, 2ab, 2c, 2d
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