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Übungsblatt 6
1. Zwangsbedingungen

Betrachte ein Fadenpendel, das sich unter Einfluß der Schwerkraft in drei Dimen-
sionen bewegt: ~r(t) = (x(t), y(t), z(t))T . Wir nehmen an, dass das Pendel in der
(x, y)-Ebene schwingt und der Faden die Länge l hat. Dies führt auf den Lagrangian

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgy + λ1(x

2 + y2 − l2) + λ2z , (1)

wobei λi(t) zwei extra “Koordinaten” (Lagrangemultiplikatoren) sind, die die Zwangs-
bedingungen erzwingen.

(a) Leite die fünf Euler-Lagrange Gleichung her. Benutze diese Euler-Lagrange
Gleichungen und ihre Zeitableitungen, um λ1 und λ2 zu bestimmen.

(b) Berechne die kanonische Hamiltonfunktion und die Hamiltonischen Bewegungs-
gleichungen.

(c) Bestimme die Dimension des Kerns von ∂2L
∂q̇i ∂q̇j

, die mit der Anzahl der primären

Zwangsbedingungen übereinstimmt. Überprüfe die Konsistenz der primären
Zwangsbedingungen mit der Zeitentwicklung bezüglich der vollen Hamiltonian-
funktion.

(d) Die Zeitentwicklung der Zwangsbedingungen bezüglich der vollen Hamiltonian-
funktion führt zu weiteren Zwangsbedingungen. Bestimme diese und löse für
die zwei extra Parameter in der vollen Hamiltonfunktion.

Lösung:

(a) Die Euler-Lagrange Gleichungen sind ∂t
∂L
∂q̇i

= ∂L
∂qi

und somit explizit

mẍ = λ12x ,
mÿ = λ12y −mg ,
mz̈ = λ2 ,

0 = x2 + y2 − l2 ,
0 = z . (2)

Durch zweimaliges Ableiten der vierten Gleichung finden wir 2ẋ2 + 2xẍ+ 2ẏ2 +
2yÿ = 0. Einsetzen der Gleichungen für ẍ und ÿ und auflösen nach λ1 ergibt

λ1 =
m

2l2
(gy − ẋ2 − ẏ2) , (3)

wobei wir benutzt haben, dass x2 + y2 = l2.

Durch zweimaliges Ableiten der letzten Gleichung finden wir z̈ = 0. Somit folgt
aus der dritten Gleichung λ2 = 0.
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(b) Die kanonische Hamiltonfunktion Hkan = −L+ q̇i
∂L
∂q̇i

ist

Hkan = −L+m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)

=
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +mgy − λ1(x2 + y2 − l2)− λ2z

=
1

2m
(p2x + p2y + p2z) +mgy − λ1(x2 + y2 − l2)− λ2z , (4)

mit px = ∂L
∂ẋ

= mẋ etc.

Die Hamiltonischen Bewegungsgleichungen sind q̇i = ∂Hkan

∂pi
und ṗi = −∂Hkan

∂qi
und

somit

ẋ =
1

m
px ,

ẏ =
1

m
py ,

ż =
1

m
pz ,

λ̇1 = 0 ,
λ̇2 = 0 . (5)

ṗx = λ12x ,
ṗy = λ12y −mg ,
ṗz = λ2 ,
ṗλ1 = x2 + y2 − l2 ,
ṗλ2 = z . (6)

(c) In den Koordinate x, y, z, λ1, λ2 ist die Matrize ∂2L
∂q̇i∂q̇j

diagonal und hat die

Einträge (m,m,m, 0, 0). Wegen der zwei Nullen ist die Dimension des Kerns 2
und die zwei primären Zwangsbedingungen sind

Φk = pλk −
∂L
∂λ̇k

= pλk . (7)

Die volle Hamiltonfunktion H ist damit gegeben durch

H = Hcan + u1Φ1 + u2Φ2 = Hcan + u1pλ1 + u2pλ2 . (8)

Die Zeitentwicklung der Zwangsbedingungen ist gegeben durch

Φ̇k = {Φk, H} =
∂Φk

∂qi

∂H

∂pi
− ∂Φk

∂pi

∂H

∂qi
. (9)

Es ergibt sich somit

Φ̇1 = x2 + y2 − l2 ≡ Φ3 ,
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Φ̇2 = z ≡ Φ4 . (10)

Beachte, dass die sekundären Zwangsbedingungen den Lagrange Zwangsbedin-
gungen entsprechen. Die Euler-Lagrange Gleichung ist

∂2L
∂q̇i ∂q̇j

q̈j =
∂L
∂qi
− ∂2L
∂q̇i ∂qj

q̇j . (11)

Die zwei Nulleigenvektoren der Matrize ∂2L
∂q̇i ∂q̇j

ergeben die Lagrange Zwangsbe-

dingungen

0 =
∂L
∂λ1
− ∂2L
∂λ̇1 ∂qj

q̇j =
∂L
∂λ1

= x2 + y2 − l2 ≡ Φ3 ,

0 =
∂L
∂λ2
− ∂2L
∂λ̇2 ∂qj

q̇j =
∂L
∂λ2

= z ≡ Φ4 . (12)

(d) Wir betrachten die Zeitentwicklung der sekundären Zwangsbedingungen Φ3/4,
die aus der Gleichung (18) folgt:

Φ̇3 = 2x
px
m

+ 2y
py
m
≡ Φ5 ,

Φ̇4 = 1 · pz
m
≡ Φ6 . (13)

Die Zeitentwicklung der tertiären Zwangsbedingungen ist

Φ̇5 =
2px
m

px
m

+
2py
m

py
m
− 2x

m
(−λ12x)− 2y

m
(mg − λ12y)

=
4

m

(
1

2m
(p2x + p2y) + λ1(x

2 + y2)− 1

2
mgy

)
≡ Φ7 ,

Φ̇6 =
1

m
λ2 ≡ Φ8 . (14)

Die Zeitentwicklung der quartiären Zwangsbedingungen ist

Φ̇7 =
4

m

(
4

m
λ1(pxx+ pyy) + u1(x2 + y2)− 3

2
gpy

)
,

Φ̇8 =
u2

m
. (15)

Dies fixiert u1 und u2 und gibt somit keine weiteren Zwangsbedingungen. Ins-
besondere findet man u2 = 0 und

u1 =
3gmpy − 8λ1(pxx+ pyy)

2m(x2 + y2)
=

3gpy
2l2

, (16)

wobei wir im letzten Schritt Φ3 = Φ5 = 0 benutzt haben.
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Übungsblatt 7

4. Das Fadenpendel
Letztes Mal haben wir den vollen Hamiltonian

H =
1

2m
(p2x + p2y + p2z) +mgy − λ1(x2 + y2 − l2)− λ2z + u1Φ1 + u2Φ2 , (17)

mit den primären Zwangsbedingungen Φ1 = pλ1 und Φ2 = pλ2 betrachtet.

(a) Bestimme für alle acht Zwangsbedingungen ob sie erster oder zweiter Klassse
sind.

(b) Bestimme die Dimension des physikalischen Phasenraums.

Lösung:

(a) Es gibt acht Zwangsbedingungen, die aus der Zeitentwicklung

Φ̇k = {Φk, H} =
∂Φk

∂qi

∂H

∂pi
− ∂Φk

∂pi

∂H

∂qi
, (18)

der obigen Zwangsbedingungen folgen (Φ̇k = Φk+2)

Φ1 = pλ1 ,
Φ2 = pλ2 ,
Φ3 = x2 + y2 − l2 ,
Φ4 = z ,

Φ5 = 2
xpx + ypy

m
,

Φ6 =
pz
m
,

Φ7 =
4

m

(
1

2m
(p2x + p2y) + λ1(x

2 + y2)− 1

2
mgy

)
,

Φ8 =
λ2
m
,

Φ9 =
4

m

(
4

m
λ1(pxx+ pyy) + u1(x2 + y2)− 3

2
gpy

)
,

Φ10 =
u2

m
. (19)

Das Verschwinden von Φ9 und Φ10 fixiert u1 und u2 und somit sind Φ9 und Φ10

keine Zwangsbedingungen. Insbesondere findet man u2 = 0 und

u1 =
3gmpy − 8λ1(pxx+ pyy)

2m(x2 + y2)
=

3gpy
2l2

, (20)

wobei wir im letzten SchrittΦ3 = Φ5 = 0 benutzt haben.
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Um zu zeigen, dass alle Zwangsbedingungen zweiter Klasse sind, genügt es zu
zeigen, dass sie alle eine nicht verschwindende Poissonklammer

{Φk,Φl} =
∂Φk

∂qi

∂Φl

∂pi
− ∂Φk

∂pi

∂Φl

∂qi
(21)

mit einer anderen Zwangsbedingung haben:

{Φ1,Φ7} =
4

m
(x2 + y2) =

4

m
(Φ3 + l2) ≈ 4

m
l2 6= 0 ,

{Φ2,Φ8} =
1

m
6= 0 ,

{Φ3,Φ5} =
4

m
(x2 + y2) =

4

m
(Φ3 + l2) ≈ 4

m
l2 6= 0 ,

{Φ4,Φ6} =
1

m
6= 0 . (22)

Somit sind alle Zwangsbedingungen zweiter Klasse.

(b) Es gibt acht Zwangsbedingungen, die alle zweiter Klasse sind. Somit finden wir
wegen der fünf Variablen und Impulse, dass

Dphys = D − S − 2F = 2 · 5− 8− 2 · 0 = 2 . (23)

Dies ist die erwartete Antwort für ein eindimensionales Fadenpendel.
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