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1. Gas im Schwerefeld mit homogener Dichte (12 Punkte)

Betrachten Sie ein Gas aus 𝑁 Teilchen der Masse 𝑚 in einem Zylinder mit Radius 𝑅 und Höhe
𝐻. Entlang der Zylinderachse (𝑧-Achse) wirkt das Schwerefeld 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚𝑔𝑧. Zwischen
Boden und Deckel des Zylinders herrscht eine (kleine) Temperaturdifferenz ∆𝑇 , die so gewählt
wird, dass sich eine homogene Dichte 𝑛0 ergibt.

(a) (3 Punkte) Wie lautet die lokale Gleichgewichtsverteilung 𝑓
(0)
1 (𝑧,p) des Gases?

(b) (6 Punkte) Im Gleichgewicht verschwindet die mittlere Driftgeschwindigkeit ⟨𝑣𝑧⟩ = 0.
Berechnen Sie mit der Relaxationszeitnäherung den Temperaturgradienten 𝑑𝑇

𝑑𝑧
im Gas.

Hinweis: Für die Mittelwerte über 𝑓 (0)
1 gilt ⟨𝑝2𝑧⟩0 = 𝑛0𝑚𝑘𝐵𝑇 und ⟨p2𝑝2𝑧⟩0 = 5𝑛0(𝑚𝑘𝐵𝑇 )2.

(c) (3 Punkte) Zeigen Sie für ein ideales Gas, dass die resultierende Kraft 𝐹 , die das Gas
auf den Zylinder ausübt, gegeben ist durch 𝐹 = 𝑁𝑚𝑔.
Hinweis: Denken Sie einfach und verwenden Sie die thermische Zustandsgleichung.

2. Wärmerauschen im Stromkreis mit Spule (14 Punkte)

Betrachten Sie einen Stromkreis bestehend aus einer Spule mit Induktivität 𝐿 und einem Wi-
derstand𝑅 bei Temperatur 𝑇 . Durch die thermischen Spannungsfluktuationen amWiderstand
wird im Stromkreis ein Strom 𝐽(𝑡) induziert, der durch die stochastische Differentialgleichung

𝐿
𝑑

𝑑𝑡
𝐽(𝑡) + 𝑅𝐽(𝑡) =

√︀
2𝑅𝑘𝐵𝑇 𝜉(𝑡)

beschrieben werden kann, wobei die stochastische Variable 𝜉(𝑡) ungerichtet ⟨𝜉(𝑡)⟩ = 0, unkor-
reliert ⟨𝜉(𝑡)𝜉(𝑡′)⟩ = 𝛿(𝑡− 𝑡′) und normalverteilt ist.

(a) (5 Punkte) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung 𝑤∞(𝐽) im Gleichgewicht,
indem Sie die zugehörige (stationäre) Fokker-Planck-Gleichung lösen.

(b) (3 Punkte) Wie groß ist im Gleichgewicht, die mittlere in der Spule gespeicherte Energie

⟨𝐸S⟩ =
𝐿⟨𝐽2(𝑡)⟩

2
.

(c) (6 Punkte) Berechnen Sie die spektrale Leistungsdichte 𝐶𝐽𝐽(𝜔) der Stromfluktuationen
und bestimmen Sie daraus die Impedanz 𝑍(𝜔) des gesamten Stromkreises mithilfe der
Green-Kubo-Formel
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3. Lineare Antwort und Kramers-Kronig Relationen (12 Punkte)

Betrachten Sie ein System im Gleichgewicht, das zum Zeitpunkt 𝑡 = 0 durch eine plötzlich
einwirkende Kraft 𝐹𝐴(𝑡) gestört wird. Die Kraft soll hinreichend schwach sein, sodass für die
gemessene Observable 𝐵(𝑡) gilt

𝐵(𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡′𝜒(𝑡, 𝑡′)𝐹𝐴(𝑡′).

(a) (1 Punkte) Von welcher Variable hängt 𝜒(𝑡, 𝑡′) im Gleichgewicht nur noch ab?

(b) (5 Punkte) Beweisen Sie, dass aufgrund von Kausalität die Pole von 𝜒̃(𝜔) in der unteren
komplexen Halbebene liegen.
Hinweis: Verwenden Sie den Residuensatz.

(c) (3 Punkte) Die lineare Antwortfunktion ist eine reelle Größe. Welche Symmetrie folgt
daraus für den Real- und Imaginärteil von 𝜒̃(𝜔)? (Mit expliziter Herleitung.)

(d) (3 Punkte) Nehmen Sie an, dass der Realteil gegeben ist durch

𝜒̃𝑟(𝜔) =

{︃
𝑎 𝜔 ∈ [−𝜔0, 𝜔0]

0 sonst

mit 𝑎 ∈ R. Der Imaginärteil erfüllt die Kramers-Kronig-Relation 𝜒̃𝑖(𝜔) = − 1
𝜋
𝒫
∫︀∞
−∞ 𝑑𝜔′ 𝜒̃𝑟(𝜔′)

𝜔′−𝜔
.

Skizzieren Sie sowohl den Realteil als auch den Imaginärteil von 𝜒̃(𝜔).
Hinweis: Eine qualitativ richtige Skizze ist hinreichend, eine explizite Rechnung ist hier
nicht verlangt. 𝜒̃𝑖(𝜔) divergiert bei ±𝜔0.

Konvention:
𝑓(𝑡) =

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑓(𝜔), 𝑓(𝜔) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑓(𝑡),

4. Phasenübergänge und Magnetismus (12 Punkte)

(a) (4 Punkte) Betrachten Sie ein abgeschlossenes System bei dem von außen Temperatur
𝑇 und Druck 𝑝 konstant gehalten werden. Welches thermodynamische Potential wird
im Gleichgewicht extremal? Handelt es sich dabei um ein Minimum oder ein Maximum?
(Fragen mit Herleitung beantworten.)

(b) (4 Punkte) Skizzieren Sie den Verlauf des thermodynamischen Potentials und der Entro-
pie als Funktion der Temperatur bei einem Phasenübergang erster und zweiter Ordnung.
Nehmen Sie an, dass dem System konstant Wärme zugeführt wird. Skizzieren Sie für
beide Fälle den zeitlichen Temperaturverlauf am Phasenübergang.

(c) (4 Punkte) Betrachten Sie nun nicht-gekoppelte Spin-1/2-Teilchen auf einen Gitter. Der
Hamiltonoperator ist gegeben durch 𝐻̂ = −𝜇𝐵

~ 𝐵ext𝑔𝑠
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑆
𝑧
𝑖 , 𝐵ext ist eine von außen

angelegte magnetische Flussdichte, und das System steht mit einem Wärmebad der
Temperatur 𝑇 in Kontakt. Berechnen Sie das zugehörige thermodynamische Potential,
und daraus die Magnetisierung. Skizzieren Sie die Magnetisierung als Funktion der Tem-
peratur für endliches 𝐵ext. Argumentieren Sie, ob es einen Phasenübergang bei endlichen
Temperaturen gibt.


