Erginzung zum 1. Plenum Statistische Physik 1I UE, 11.03.2019

1. Viskoses Gas in Rotation

Ein zylindrischer Behélter mit Radius R und Hohe H rotiere mit Winkelgeschwin-
digkeit w. Im Behilter befinde sich ein Gas mit Viskositat 1 dessen Geschwindig-
keitsfeld gegeben ist durch u,(r) = wr mit u, = u, = 0. Nun wird der Behilter
abrupt auf w = 0 abgebremst. Berechnen Sie das zeitabhingige Drehmoment,
welches das im Inneren rotierende Gas auf die Wand des Behélters ausiibt.

Lésung: Die Dynamik des Geschwindigkeitsfelds wird beschrieben durch die par-
tielle Differentialgleichung
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Diese lasst sich mit dem Produktansatz u,(r,t) = T'(t)R(r) separieren. Einsetzten

liefert . . X P
TBT, =% <R" +-R - —2> = const = —\%.
n r T
Daraus folgt
T(t) = Ce 5t

und
r’R" +rR + )R — R = 0.

Eine sehr dhnliche Gleichung
EJ T+ T —J =0

wird durch die Bessel Funktion J; () erfiillt. Mithilfe der Variablentransformation
¢ = Ar sieht man, dass die Funktion R(r) = Jy(Ar) den radial Anteil des Separa-
tionsansatzes 10st.

Weil die Behédlterwand bei r = R still steht und keine Relativgeschwindigkeit
zwischen Gas und Wand erlaubt ist (no-slip condition), muss die Randbedingung
R(R) = Ji(AR) = 0 erfiillt sein. Mogliche Werte fiir A werden also auf die diskreten
Werte \; = % eingeschrankt, wobei fi;eq12..) die Nullstellen der Besselfunktion J;
sind.

Die allgemeine Losung fiir das Geschwindigkeitsfeld 1dsst sich schreiben als
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up(r,t) = Z CiJy(Nir)e »
i=1

Die Koeffizienten C; folgen aus der Anfangsbedingung wu,(r,0) = wr. Nun bleibt
noch die Frage wie die Koeffizienten C; zu bestimmen sind. Tatséichlich l&sst sich



dies ganz analog zur Bestimmung der Koeffizienten bei Fourier Reihen durchfiihren.
Hierfiir verwendet man die Orthogonalititsrelation
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/ rJi(r) Jy(Ajr)dr = %(RJ{(AiR))26U.
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Damit ergeben sich die Koeffizienten zu
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Um dieses Integral zu 16sen kann die folgende Relation (ohne Beweis) verwendet
werden

Hi
/ E11(€)de = 12T, (1)
0
und man erhélt
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Die Kraftiibertragung auf ein Flichenelement der Behélterwand wird bestimmt
durch den vorhandenen Gradienten im Geschwindigkeitsfeld. Genauer gesagt steht
die Schubspannung o, (tangentiale Kraft in ¢ Richtung pro Fliche) in linearer
Beziehung zur Schergeschwindigkeit

ou
ULPT = 7"]8—;0

Das gesamte Drehmoment auf die Behélterwand folgt aus der Schubspannung mit

M = Ro,.dA = 27rR2H0W.
Wand

Daraus folgt fiir das Zeitabhingige Drehmoment

M(t) :27TR2H17%
.
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