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1. Standard-Wiener-Prozess

Der Standard-Wiener-Prozess 𝑊 (𝑡), oft einfach nur Wiener-Prozess genannt, ist
die Lösung der stochastischen Di�erentialgleichung

�̇� (𝑡) = 𝜉(𝑡)

zur Anfangsbedingung𝑊 (0) = 0, wobei die stochastische Variable 𝜉(𝑡) unkorreliert
⟨𝜉(𝑡)𝜉(𝑡′)⟩ = 𝛿(𝑡− 𝑡′), ungerichtet ⟨𝜉(𝑡)⟩ = 0 und normalverteilt ist.

a) Berechnen Sie für den Wiener Prozess die Momente ⟨𝑊 𝑛(𝑡)⟩ mit 𝑛 ∈ N.
Hinweis: Verwenden Sie das Theorem von Isserlis
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wobei über alle Permutationen 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, ..., 𝜎2𝑘) der Zahlen {1, 2, ..., 2𝑘}
summiert wird.

b) Berechnen Sie Wahrscheinlichkeitsdichte 𝑤(𝑊, 𝑡)mit Hilfe der Momente ⟨𝑊 𝑛(𝑡)⟩.
c) Zeigen Sie, dass es sich bei 𝑤(𝑊, 𝑡) um eine Lösung der zugehörigen Fokker-

Planck-Gleichung handelt.

2. Vertiefung zum Thema stochastische Differentialgleichungen

Gegeben sei die folgende stochastische Di�erentialgleichung

�̇� (𝑡) = −𝑎𝑌 (𝑡) + 𝑏𝜉(𝑡),

wobei die stochastische Variable 𝜉(𝑡) unkorreliert ⟨𝜉(𝑡)𝜉(𝑡′)⟩ = 𝛿(𝑡−𝑡′), ungerichtet
⟨𝜉(𝑡)⟩ = 0 und normalverteilt ist.

a) Zeigen Sie, dass die Lösung für 𝑌 (𝑡) geschrieben werden kann als

𝑌 (𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡𝑌 (0) + 𝑒−𝑎𝑡𝑊
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wobei 𝑊 (𝑡) ein Standard-Wiener-Prozess ist.

Hinweis: Es gilt 𝜉(𝑔(𝑡)) = 𝜉(𝑡)
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b) Verwenden Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte 𝑤(𝑊, 𝑡) des Wiener Prozesses,
um die Wahrscheinlichkeitsdichte 𝑤(𝑌, 𝑡) zu berechnen.

c) Berechnen Sie die Transferwahrscheinlichkeit 𝑃 (𝑌𝑛, 𝑡𝑛|𝑌𝑛−1, 𝑡𝑛−1) und zeigen
Sie, dass jede Anfangsverteilung 𝑤0(𝑌 ) = 𝑤(𝑌, 0) im Grenzfall 𝑡 → ∞ gegen
die stationäre Wahrscheinlichkeitsdichte 𝑤∞(𝑌 ) strebt.
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