Losungen zum 3. Plenum Statistische Physik II UE, 06.05.2019

1. Standard-Wiener-Prozess

Der Standard-Wiener-Prozess W (t), oft einfach nur Wiener-Prozess genannt, ist
die Losung der stochastischen Differentialgleichung

W(t) =&(1)
zur Anfangsbedingung W (0) = 0, wobei die stochastische Variable £(¢) unkorreliert
(E)E()) = o(t —t'), ungerichtet (£(¢)) = 0 und normalverteilt ist.

a) Berechnen Sie fiir den Wiener Prozess die Momente (W™ (t)) mit n € N.
Hinweis: Verwenden Sie das Theorem von Isserlis
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wobei iiber alle Permutationen o = (01,09, ...,09) der Zahlen {1,2, ..., 2k}
summiert wird.

Losung:

Die Losung der Differentialgleichung erhélt man formal durch Integration

_ /0 Ce(r)r

Aufgrund der Symmetrie der Differentialgleichung kann man bereits erken-
nen, dass die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte w (W, t) eine symmetrische
Funktion in W sein muss w(W,t) = w(—W,t). Daraus folgt sofort, dass die
ungeraden Momente verschwinden

(W2=1(t)) = /_ h W2=Lw(W, t)dW = 0.

Um die geraden Momente (IW?*(t)) zu bestimmen, berechnet man zunéchst

W% // / (11)&(72)...£(Tor ) ) dT1dTo...dToy,.

Einsetzten des Theorems von Isserlis liefert
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wobei (£(t)&(t')) = d(t — t') beniitzt wurde und die Tatsache, dass es (2k)!
Permutationen der Zahlen {1,2, ..., 2k} gibt.




b)

Berechnen Sie Wahrscheinlichkeitsdichte w(W, t) mit Hilfe der Momente (W™ (t)).
Losung:

Um die Wahrscheinlichkeitsdichte w(W,t) zu berechnen, berechnet man zu-
nachst die charakteristische Funktion
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Durch Riicktransformation erhalt man
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es handelt sich also um eine Normalverteilung mit Erwartungswert 4 = 0 und
Standardabweichung o = v/t.

Zeigen Sie, dass es sich bei w(W,t) um eine Losung der zugehorigen Fokker-
Planck-Gleichung handelt.

Losung: Die zugehorige Fokker-Planck Gleichung
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ist dquivalent zur Diffusionsgleichung mit D = % Durch Einsetzen erkennt
man, dass es sich tatsichlich um eine Losung handelt (siehe 3.Tutorium Bei-
spiel 4).



2. Vertiefung zum Thema stochastische Differentialgleichungen

Gegeben sei die folgende stochastische Differentialgleichung
Y(t) = —aY (1) + bE(t),

wobei die stochastische Variable £(t) unkorreliert (£(¢)&(t')) = §(t—1t'), ungerichtet
(¢(t)) = 0 und normalverteilt ist.

a) Zeigen Sie, dass die Losung fiir Y (¢) geschrieben werden kann als

—a —a b2 a
Y(t) =e Y (0) + e W (% (e — 1)) :
wobei W (t) ein Standard-Wiener-Prozess ist.

Hinweis: Es gilt £(g(t)) = £(t) Elt)

Losung:
Unter Verwendung der Formel im Hinweis ergibt sich

SW (1)) = 90 (9(1)) = G(1)E(9(1) = VIDE().

Fiir allgemeine Funktionen f(¢) und g(¢) mit f(0) = 1 und ¢(0) = 0 ist also
durch

Y(t) = fFOY(0) + F(H)W(g(t))

eine Losung der Differentialgleichung

V(1) = Y (0) + FOW(g(6) + FOVFDEE)
- %m)  FOVEDED),

gegeben. Durch Vergleich mit der zu 16senden Differentialgleichung erhalt man
die folgenden Gleichungen

. b2
f(t)=—af(t und 9(t) = —,
(t) = ~af (1 =57
deren Losung gegeben ist durch
b2
ft)y=e" und  g(t) = 5 (e —1)
a

Bemerkung:

Die Formel im Hinweis lasst sich wie folgt beweisen: Sei

£(t) = V4t €(9(t))



dann ist auch £(t) normalverteilt und es gilt (£(t)) = 0, sowie

EMEWLY) = sO)(E(a)E9)) = 5(0) (3(a(t) - g(t) ) = a(t — 1),

Weil & (t) auch normalverteilt ist, mit gleichem Mittelwert und Varianz wie
&(t), handelt es sich um den gleichen Prozess

E(t) = &(t).

Verwenden Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte w(W,t) des Wiener Prozesses,
um die Wahrscheinlichkeitsdichte w(Y,¢) zu berechnen.

Losung:
Allgemein gilt: Sei X eine normalverteilte Zufallszahl mit Mittelwert p und
Standardabweichung o, dann ist X’ = a + X ebenfalls normalverteilt mit

Mittelwert ' = o + p und Standardabweichung ¢’ = fo. Wie im ersten
Beispiel gezeigt wurde ist W (t) normalverteilt

(Wit) = =¥
w(W,t) = e o,
\ 2t
mit Mittelwert gy = 0 und Standardabweichung oy (t) = v/t. Demnach ist
auch die Losung

Y(t) =e Y (0) + e W (E(e%t — 1))

2a
normalverteilt
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mit Mittelwert p(t) = e~ Y (0) und Standardabweichung o(t) = % (1 —e2at).

Berechnen Sie die Transferwahrscheinlichkeit P(Y,,,¢,|Y,,_1,t,-1) und zeigen
Sie, dass jede Anfangsverteilung wy(Y) = w(Y,0) im Grenzfall ¢ — oo gegen
die stationdre Wahrscheinlichkeitsdichte w..(Y') strebt.
Losung:
Die Transferwahrscheinlichkeit P(Y,,t,|Y,_1,t,—1) ist mit ¢t = ¢,, — ¢, gege-
ben durch

P(Yna tn|Yn—17 tn—l) = P(Yna tv Yn—h 0)
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Die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte wy(Y') ist demnach

w(Y, t) = / PV, 0w (Y)Y,
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Im Grenzfall t — oo gilt

Weo(Y) = lim w(Y,t) = /00 lim P(Y,t|Y", 0)wo(Y")dY’

t—o00 t—o00

Damit ist gezeigt, dass jede Anfangsverteilung wy(Y) = w(Y,0) im Grenzfall
t — oo gegen die stationdre Wahrscheinlichkeitsdichte wy(Y") strebt.



