Losungen zum 1. Tutorium VU Statistische Physik II, 11.03.2019

1. Gleichgewicht und reduzierte Grofien

Ein dreidimensionales ideales Gas aus N identischen Teilchen, beschrieben durch
die Hamilton-Funktion
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mit V(q) = m“’; qz, befinde sich im thermischen Gleichgewicht mit Temperatur 7.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit W(E)dE, die Gesamtenergie E des
idealen Gases im Energieintervall [E, E'+ dE] zu finden.
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Lésung: Die kanonischen Phasenraumdichte py ist gegeben durch
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Damit lasst sich die Wahrscheinlichkeitsdichte umformen zu
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wobel wir die Definition der mikrokanonischen Zustandsumme ) verwendet

haben. Berechnung liefert
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und damit abschiefiend
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Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit w(e€)de, die Einteilchenenergie € eines
zufillig herausgegriffenen Teilchens im Energieintervall [¢, € + de| zu finden.
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Losung: Mit der kanonischen Phasenraumdichte lisst sich die Wahrschein-
lichkeitsdichte umformen zu
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Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit w(q’, p’)d3qd®p, ein zufillig herausge-
griffenes Teilchen mit Impuls p’ am Ort q' zu finden.
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Lésung: Analog zu Punkt (b) ldsst sich die Wahrscheinlichkeitsdichte um-
formen zu
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Berechnen Sie aus der 1-Teilchen Verteilungsfunktion fi(q,p) = Nw(q, p)
die Teilchendichte n(q) am Ort q und zeigen Sie, dass die hydrostatische
Gleichgewichtsbedingung

VP(q)+n(q)VV(q) =0



erfiillt ist. Fiir den Druck P kann die ideale Gasgleichung verwendet werden.

Lésung: Die 1-Teilchen Verteilungsfunktion fi(q,p) = Nw(q, p) fithrt zur
Dichte durch Integration iiber die Impulskomponenten
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Mit der idealen Gasgleichung ldsst sich der Druck schreiben als
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Anwendung der Kettenregel liefert
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woraus die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung VP(q)+n(q)VV(q) =0
folgt.
2. Kinetische Gastheorie

Ein ideales Gas aus N Teilchen mit Masse m in einem Behélter mit Volumen V
sei im thermischen Gleichgewicht mit Temperatur 7.
Hinweis: Die 1-Teilchen Verteilungsfunktion ist gegeben durch
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a) Betrachten Sie ein kleines Flichenelement der Behélterwand dA und berech-
nen Sie den pro Zeiteinheit auf das Wandelement iibertragenen Impuls dp.
Woher kennen Sie dieses Ergebnis?

Lésung: O. B. d. A. kann man annehmen, dass die Flichennormale entlang
der z-Achse orientiert ist. Fiir den iibertragene Impuls gilt dann
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Die z und y Komponente verschwindet, so dass nur ein auf die Wand ortho-
gonaler Impulsiibertrag stattfindet. Dieser ist gegeben durch
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Der pro Zeit und Flache iibertragene Impuls ist nichts anderes als der Druck
P. Daraus folgt die thermische Zustandsgleichung PV = NkgT.



b) In der Behilterwand werde nun ein kleines Loch gedffnet aus dem Gas in
ein thermisch isoliertes evakuiertes Gefifs iibergehen kann. In der Verbindung
zum neuen Geféaken befinde sich ein Chopper, der nur Teilchen in x-Richtung
mit Geschwindigkeit im Intervall [v,, v, + dv,] und v, = v, = 0 durchlésst.
Wie grof ist die mittlere Geschwindigkeit (v) der Teilchen im neuen Geféf,
nachdem sich ein thermodynamisches Gleichgewicht eingestellt hat?
Losung: Die Anzahl der Teilchen im neuen Geféf nach der Zeit ¢ sei N ().
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, daher ist die Gesamtenergie nach der Zeit
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Im thermodynamischen Gleichgewicht entspricht das der Temeratur
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Mit 3 = (kgT)~" ist die mittlere Geschwindigkeit gegeben durch
= p2 4 o = p2
<U> = i /Meﬁmdsp = i _ﬂ-/ pgeiﬁﬁdp
2mm m 2mm m Jo
3 -
(B \4an1 f2m\®  [8kpT
S \2mr ) m2\ g N oam

Daher gilt {2 2.
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3. Diffusion

Ein kubischer Behilter mit Volumen L? werde durch eine Trennwand in zwei iden-

tische Teilsysteme V; = V5 geteilt. In beiden Volumina befinde sich die gleiche

Anzahl an Teilchen, allerdings seien M homogen verteilte Teilchen im ersten Vo-

lumen mit einem radioaktiven Marker versehen. Nun wird die Trennwand abrupt

entfernt. Infolge der thermischen Bewegung wird die Konzentration an markier-
dM

ten Teilchen c(r,t) = % eine zeit- und ortsabhéngige Gréfe. Nehmen Sie an, der

Ausgleichsprozess werde durch das (zweite) Fick’sche Gesetz

dc
E = DAC

beschrieben und zeigen Sie, dass die Anderung der Anzahl markierter Teilchen im
ersten Volumen gegeben ist durch
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Hinweis: Reduzieren Sie das Problem auf eine Dimension. Es gilt
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Losung: Das Problem kann eindimensional betrachtet werden, da es nur einen
Gradienten in x-Richtung gibt. Die Anfangsbedingung fiir ¢(z,t) ist
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Um die Differentialgleichung d;c(z,t) = D?c(x,t) zu 16sen verwenden wir einen
Produktansatz f(z,t) = X (x)T'(t) und erhalten durch Einsetzen
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Die Zeitgleichung lasst sich 16sen iiber:
T = —DX’T — T(t) = e~ PN,
Fiir die Ortsgleichung erhalten wir
X =-NX.
Die Losungen dieser Differentialgleichung sind
X(z) = Ccos(Ax) + C"sin(Az).

Da es am Rand keinen Teilchenstrom gibt muss die Ableitung der Konzentration
dort verschwinden X'(0) = X’(L) = 0. Daraus folgt

X(x) = Ccos(A\x)

mit A\, =n% und n € {0,1,2,3,...}. Eine Losungsbasis ist also gegeben durch die
Funktionen
folx,t)=Co  falz,t) = Creos(Nuz)e” !

und die Losung ldsst sich darstellen als
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Die Koeffizienten ergeben sich zu
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und
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Im Folgenden verwenden wir die Abkiirzung A\, = (2k + 1)7. Fiir die Anzahl an
Teilchen im ersten Volumen folgt:
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Und dessen Anderung
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