Losungen zum 3. Tutorium Statistische Physik II UE, 08.04.2019

1. Viskositat

Betrachten Sie ein viskoses Gas zwischen zwei parallelen ebenen Platten im Ab-
stand d. Die obere Platte bewegt sich mit Geschwindigkeit U = (U,,0,0) in
z-Richtung, wihrend die untere ruht. Die lokale Gleichgewichtsverteilung des
Gases sei gegeben durch
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mit dem Geschwindigkeitsfeld w,(z), wobei die z-Achse die Flachennormale auf die
Platten bezeichnet. Beachten Sie, dass die Relativgeschwindigkeit zwischen Platten
und Gas verschwindet.

a) Berechnen Sie anhand fl(o) die auf die ruhende Platte {ibertragene
Impulsstromdichte o, = (0., 0., 0.,) (siche 1.Tutorium).
Losung:

Die ruhende Platte sei bei z = 0 und die bewegte Platte bei z = d gelegen. Bei
z = 0 verschwindet aufgrund der no-slip condition die Stromungsgeschwin-
digkeit u,(0) = 0. Die iibertragene Impulsstromdichte o, ist gegeben durch

0
0_222/1) D= 1(0)d3p: 0 :
m
po<0 —nokpT

wobei das negative Vorzeichen notwendig ist, weil wir uns fiir den
Impulstransport in negativer z-Richtung interessieren.

b) Berechnen Sie erneut die auf die ruhende Platte tibertragene Impulsstrom-
dichte o, mithilfe der Relaxationszeitndherung
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Losung:

Innerhalb der Relaxationszeitnaherung lédsst sich die 1-Teilchen Verteilungs-
funktion approximieren durch
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Die tibertragene Impulsstromdichte o, ist gegeben durch
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und 4 = verwendet haben.
c) Berechnen Sle die Viskositéit 7 = 0,/ mit der Schergeschwindigkeit § = %
Losung:

Die Viskositét lédsst sich aus dem vorherigen Ergebnis einfach ablesen
n= sz/"Y = 7—reln()kBj“’-

2. Gas mit Temperaturgradient

Betrachten Sie ein Gas in einem Zylinder mit Lange L und Radius R. Die bei-
den Enden des Zylinders werden auf unterschiedlichen Temperaturen 77 und 75
gehalten. Die lokale Gleichgewichtsverteilung des Gases sei gegeben durch
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wobei als z-Achse die Zylinderachse gewahlt wurde.

a) Im Gleichgewicht verschwindet die mittlere Driftgeschwindigkeit (v,) des Ga-
ses. Verwenden Sie die Relaxationszeitndherung, um daraus die Gleichge-

wichtsbedingung

dn dT
T— _—
dx o dx 0

herzuleiten. Welche Bedeutung hat dieses Ergebnis fiir ein ideales Gas?
Losung:

Innerhalb der Relaxationszeitndherung lasst sich die 1-Teilchen Verteilungs-
funktion approximieren durch

fa g0y (25 pOn” _ovoR”

LA b\ ot m Or or Op

_ o ldnpe o) 31dBpe P’ dBp: )
_fl Trel ndrm relQﬂd + 12 dx mfl



Im stationdren Fall muss der vom Temperaturgradienten induzierte Teilchen-
strom durch den Diffusionsstrom des Dichtegradienten kompensiert werden.
Aus der Gleichgewichtsbedingung j, = 0 erhélt man
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folgt. Das ist nichts anderes als die ,mechanische” Gleichgewichtsbedingung
P = nkgT = const.

Berechnen Sie die Warmemenge, die pro Zeiteinheit durch den Zylinder stromt.
Hinweis: Sie konnen die Warmeleitfahigkeit aus der Vorlesung iibernehmen.
Approximieren Sie die Relaxationszeit durch die Stofszeit und verwenden Sie
den Temperaturverlauf aus dem 2. Plenum.

Losung:

Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, ergibt sich fiir den Warmestrom
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wobei Tfl—;‘ + n‘fi—z = (0 verwendet wurde. Die Warmeleitfahigkeit lasst sich
approximieren indem man die Relaxationszeit durch die Stofszeit ersetzt
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Im 2.Plenum wurde der Temperaturverlauf T'(z) hergeleitet. Insbesondere ist
der Gradient am Ende des Zylinders bei z = 0 gegeben durch
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Der Wirmestrom () durch jede Querschnittfliche des Zylinders ist gleich. Es
ist daher nicht relevant, welche Querschnittfliche man wéhlt. Am einfachsten
ist es aber () bei x = 0 auszurechnen. Man erhalt
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3. Random walk

Auf einem Wiirfel befinde sich eine Spinne auf )
der Jagt nach einer Ameise (Anfangsbedingung I
siehe Bild). Die Spinne kann sich nur entlang der
Kanten bewegen und die Ameise ist ahnungs-
los, weshalb sie sich gar nicht bewegt. Wenn sich
die Spinne jede Sekunde zuféllig fiir eine Kante
entscheidet und diese entlanggeht, wie grofs ist
dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Spinne die
Ameise in n Sekunden trifft? Berechnen Sie auch
die mittlere Zeit, die die Spinne auf der Jagt ver-
bringt.

Hinweis: Betrachten Sie alle Ecken mit gleichem Abstand zur Ameise als gleich-
wertig. Es gilt
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Losung:

Die Spinne kann die Ameise nur in einer geraden Anzahl an Schritten n = 2s
erreichen. Wenn alle Ecken mit gleichem Abstand zur Ameise als gleichwertig be-
trachtet werden, dann ist Spinne nach zwei Schritten entweder bei der Ameise oder
wieder im Ausgangszustand. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Spinne die Ameise
in zwei Schritten erreicht ist p = %. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Spinne die
Ameise nicht in zwei Schritten erreicht, ist demnach ¢ =1 —p = %. Nun ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Spinne die Ameise in 2s Schritten erreicht gegeben
durch

w(s) =q¢"'p.
Die Spinne versucht es (s — 1)-mal [macht (s — 1)-mal 2 Schritte] und ist beim
s-ten Mal erfolgreich. Die mittlere Zeit, die die Spinne auf der Jagt verbringt, ist
gegeben durch
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4. Diffusion
Betrachten Sie eine (sehr) grofe Anzahl N an Teilchen in einer Dimension, wo-
bei jedes Teilchen pro Zeitschritt At zufillig um die Distanz Ax nach links oder
rechts hiipft. Der Sprung nach links oder rechts sei gleich wahrscheinlich und die
Bewegung jedes Teilchens kann als unabhéngig angenommen werden. Anfénglich
zur Zeit ty = 0 befinden sich alle Teilchen am gleichen Ort zy = 0.

a) Berechnen Sie die Teilchendichte n(z,t) am Ort © = mAx zur Zeit t = M At.
Losung:

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Teilchen in M Zeitschritten m,. Schrit-
te nach rechts und M — m, Schritte nach links zu springen ist
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Die Position nach m, Schritte nach rechts und M — m, Schritte nach links
ist m = m, — M +m, = 2m, — M. Beriicksichtigt man noch, dass jedes

Teilchen unabhéngig von allen anderes springt, ist die Teilchendichte nach M
Zeitschritten
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b) Zeigen Sie, dass fiir grofie Zeiten ¢t und 7 < ﬁ—f, die Teilchendichte durch
eine Gaultverteilung
t
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approximiert werden kann und bestimmen Sie «(t).
Hinweis: Verwenden Sie die (verbesserte) Stirling Approximation

sl ~ s’e°V27s,

sowie In(1+ &) = £+ O(&?).

Losung:
Fiir groke Zeiten M > 1 und 7; < 1 erhilt man
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Wenn man nun den Logarithmus auf beiden Seiten zieht folgt
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Setzt man dieses Resultat in den Ausdruck fiir die Dichte ein, erhélt man
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c) Zeigen Sie, dass n(x,t) fiir groke Zeiten die Diffusionsgleichung
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erfullt und bestimmen Sie die Diffusionskonstante D als Funktion von Az

und At.

Losung:
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