Losungen zum 5. Tutorium Statistische Physik IT UE, 13.05.2019

1. Brownsche Bewegung in drei Dimensionen

Betrachten Sie ein kugelférmiges RuRteilchen (Radius 2um, Dichte 2267kg/m?),
welches sich in einem Ny Gas (Temperatur 25°C, Druck 1bar, Viskositat 17uPa-s)
befindet. Das Rufteilchen ist im thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung und
jede Geschwindigkeitskomponente v; erfiillt die stochastische Differentialgleichung

wobei die stochastische Variable ;(t) unkorreliert (§;(¢)&;(¢')) = o(t — t') und un-
gerichtet (§;(t)) = 0 ist. Es gilt das Gesetz von Stokes.

a)

Berechnen Sie die mittlere Anzahl der Gasteilchen, die pro Zeiteinheit auf die
Oberflache des Ruftteilchens auftreffen.

Losung:

Wie im 2.Plenum gezeigt wurde, ist die Anzahl an Stickstoffteilchen die pro
Zeiteinheit auf die kleine Flache dA auftreffen gegeben durch

1 kgT P
dN = Zn<v>dA mit (v) =4/ iWIng und  n= T

Integration iiber die gesamte Oberfliche A = 47 R? des kugelférmigen Ruk-
teilchens ergibt

N = in(v}A ~ 1.4 x 107 st
Unter einem Mikroskop mit beliebiger Vergrofserung, machen Sie alle At Se-
kunden ein Bild des Ruftteilchens. Um das mittlere Geschwindigkeitsquadrat
des Rufsteilchens abschétzten, messen Sie die zuriickgelegte Distanz zwischen
je zwei Bildern und mitteln iiber viele Aufnahmen. Zeigen Sie, dass der von
Ihnen gemessene Wert gegeben ist durch
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Hinweis: Alle At Sekunden machen Sie ein neues ,Experiment® mit neuer
Anfangsgeschwindigkeit. Mitteln Sie iiber alle Anfangsgeschwindigkeiten und
beriicksichtigen Sie, dass diese der Maxwell-Boltzmann-Verteilung folgen.

Losung:

Fiir das mittele Quadrat der zuriickgelegten Strecke zwischen zwei Bildern

(Ax) = (Adf) + (Azz) + (Axs)



erhdlt man mit der Anfangsgeschwindigkeit vo = (v1,9, 2,0, v3,0) den folgenden
Wert (siehe Vorlesung Folie 58)

A2 1 — —yAt)2 AQ
<Axf> = (%’2,0 — Z) (2—2) + ? (vAt + e VAt 1) .

Nun startet aber nicht jede Beobachtung zwischen zwei Bildern immer mit
der gleichen Anfangsgeschwindigkeit vio. Stattdessen hat das Rufsteilchen laut
der Maxwell-Boltzmann-Verteilung alle At Sekunden eine andere Geschwin-
digkeit. Wenn man iiber viele Bilder mittelt erhélt man
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Verwendet man den Gleichverteilungssatz sowie das Fluktuations-Dissipations-
Theorem ergibt sich
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Daraus folgt
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(ax?) = ()

und weiters

2 _ (Ax?) 2 e 78 —1+yAt
<V >Messung AR < >< %,}/QAtQ >

Berechnen Sie (v?)yfessung fiir Thr Auge mit At = 0.04 s. Welchen Wert erhal-
ten Sie, wenn Sie eine Slow-Motion-Kamera, die 10000 Bilder pro Sekunde
aufnimmt, verwenden. Wie grof ist der tatsichliche Wert (v?)?

Losung:
Unter Verwendung des Gesetztes von Stokes gilt

6™ R
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m

= 843657 L.

Fiir das beobachtete mittlere Geschwindigkeitsquadrat bei At = 0.04 gilt

somit
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%72 At2

<V2>Messung == <V2>( ) =9.61 x 10710, 1'I12/S2.

Verwendet man die Slow-Motion-Kamera At = 10~* erhilt man
(V) Messung = 1.25 x 1077, m?/s?.
Der tatséachliche Wert liegt bei
(v?) =1.6 x 107", m?/s%.



2. Uberdimpfter harmonischer Oszillator
Betrachten Sie einen tiberddmpften (v > 1) harmonischen Oszillator mit Masse
m, der von einer stochastischen Kraft Fi(t) = mAE(t) getrieben wird
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wobei die stochastische Variable £(t) unkorreliert (£(¢)&(t')) = §(t—t'), ungerichtet
(€(t)) = 0 und normalverteilt sei.

a) Finden Sie die stationére Losung we () der zugehorigen Fokker-Planck-Gleichung.
Losung:
Die zugehorige Fokker-Planck-Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte w(z, t)
ist gegeben durch
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Daraus folgt mit o2 = % = %L fiir die stationire Losung we(z) die
0 0
Gleichung
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deren Losung gegeben ist durch
1 2
Weo(T) = e 207,
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b) Berechnen Sie (z"(t)) im Fall ¢ — oo fiir alle n € N.
Hinweis: Es gilt
\/E/ e’ kT g — o~ a
™ — 0o
Losung:

Die Momente (z™) der Wahrscheinlichkeitsdichte w.,(z) lassen sich berech-
nen, indem man die Taylor-Entwicklung der charakteristischen Funktion c(k)

berechnet
(k) /OO ( ) ’kad _ k%2 i 1 k202 " i( 1)n 0—2n ]{/'2”
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Der Vergleich mit der allgemeingiiltigen Formel
= (k)"
o =3 )

liefert (z*"*') =0 und

oy = 20 CH (T Gl (Rl "
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3. Black-Scholes-Modell

Der Aktienkurs S(t) eines Wertpapiers folge der stochastischen Differentialglei-
chung .

S(t) =uS(t) + aS(t)E(L),
wobei u die erwartete Wachstumsrate und o > 0 die Volatilitat des Marktes be-
zeichnet. Die stochastische Variable £(t) sei unkorreliert (£(¢)E(t')) = o(t — t/),
ungerichtet (£(¢)) = 0 und normalverteilt.

a) Wie lautet die zu S(t) gehérende Fokker-Planck-Gleichung?
Losung:

Die zugehorige Fokker-Planck-Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte w(S, t)

ist gegeben durch

Ow 0 o 97, Ow ? 0w

a5 = u%(Sw)%———(S w) = (u+ a®)w + (u + 202 )ngt —S 75
b) Berechnen Sie mithilfe Ito’s Lemma, die stochastische Differentialgleichung

fiir die neue Variable Y (t) = In(S(¢)).

Losung:

Die stochastische Differentialgleichung fiir die neue Variable

Y(t) = f(S) = In(5(t))

lautet
2

Y (t) = f/(S)uS + %f”(S)CYQSQ + f1(S)aSE(t) = u — % + af(t).
c) Bei Y(¢) handelt es sich um eine normalverteilte Grofse. Berechnen Sie den
Erwartungswert p(t) und die Standardabweichung o (t).
Hinweis: Die Losung der stochastischen Differentialgleichung ist gegeben
durch o2
Y(t) = Y(0) + (u - 7)15 FaW (),

wobei W (t) ein Standard-Wiener-Prozess ist.
Losung:

Der Standard-Wiener-Prozess W (t) ist normalverteilt mit Mittelwert py = 0
und Standardabweichung oy (t) = v/t, daher ist auch die Zufallsvariable Y (t)
normalverteilt
1 (Y —pu(®)?)
w(Y,t) = ———==e 2770
2ro%(t)

mit Mittelwert

und Standardabweichung



4. Drude-Modell

Die durch ein oszillierendes elektrisches Feld E(t) = Fye ™" in einem Metall in-
duzierte elektrische Stromdichte j(t), wird im Drude-Modell durch die Differenti-

algleichung

ne

L jt) +451) = " (o)

beschrieben. Die elektrische Leitfahigkeit o(w) beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen induzierter Stromdichte und elektrischem Feld j(w) = o(w)E(w).

a)

Berechnen Sie die elektrische Leitfdhigkeit o(w).
Losung:

Elektrisches Feld E(t) und Stromdichte j(t) sind hier keine vektoriellen Gro-
fsen, weil man nur eine bestimmte Richtung betrachtet. Die allgemeine Losung

der Differentialgleichung
ne?

7l J(t) +i(t) = FE( )

ist eine Summe 5(t) = jhom () + Jpar (t) aus homogener Losung jnom(t) = Ce™ "
und partikuldrer Lésung jpa,(t). Die homogener Losung verschwindet fiir Zei-
ten ty > 1. Fiir die partikulidre Losung jpar(t) = o(w)e™ ™ erhilt man

—ith( ) zwt+,yo_( ) —iwt _ FEl —zwt

und weiters
ne? 1 ne? iw + v
olw)=——"—=—"— >
m —iw + 7y m we+y

Zeigen Sie, dass der Realteil o, (w) und der Imaginérteil o;(w) der elektrischen
Leitfahigkeit iiber die Kramers-Kronig-Relationen

73/ () :_17;/ alr(w)dw/
w! _w m e W — W

miteinander verkniipft sind.
Hinweis: Folgende Formeln sind niitzlich
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Der Realteil und der Imaginéarteil der Leitfahigkeit sind gegeben durch

Losung:
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und  0;(w) =
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Der Realteil o, (w) ldsst sich aus dem Imaginérteil o;(w) konstruieren durch

o) = 17 [~ 2 g,
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Der Imaginérteil o;(w) lésst sich aus dem Realteil o,(w) konstruieren durch

oi(w) = ——77/ = j};}
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