
Lösungen zum 7. Tutorium Statistische Physik II UE, 17.06.2019

1. Quantenmechanisches Wärmerauschen

Betrachten Sie einen Leiter mit (kleiner) Querschnitts�äche A, (groÿer) Länge L
und Leitfähigkeit

σ(ω) =
L

AR0

γ

γ − iω
mit R0 =

γmL

Ane2

der sich im thermischen Gleichgewicht bei Temperatur T be�ndet. Die Operatoren
der Ladungsverschiebung und des Strom�usses sind

D̂I = e
∑
i

ẑiI und ĴI = −
1

L

dD̂I

dt
.

a) Berechnen Sie den Zusammenhang zwischen χ̃DD(ω) und χ̃JD(ω). Welcher
Gröÿe entspricht χ̃JD(ω)?
Hinweis: Leiten Sie χDD(t) nach der Zeit ab.

Lösung:

Die zum Ladungsverschiebungsoperator D̂ zugehörige externe Störung

Ĥ = Ĥ0 + D̂E(t)

ist das elektrische Feld E(t). Die (verallgemeinerte) Suszeptibilität

χDD(t) =
i

~
θ(t)〈[D̂I(0), D̂I(t)]〉0.

beschreibt den (linearen) Zusammenhang zwischen mittlerer Ladungsverschie-
bung (Polarisation) und elektrischem Feld E(t). Leitet man χDD(t) nach der
Zeit ab folgt

d

dt
χDD(t) =

i

~
δ(t)〈[D̂I(0), D̂I(0)]〉0 +

i

~
θ(t)〈[D̂I(0),

dD̂I(t)

dt
]〉0

= −L i
~
θ(t)〈[D̂I(0), ĴI(t)]〉0

= −LχJD(t)

und daher

χ̃DD(ω) = −i
L

ω
χ̃JD(ω).

Die (verallgemeinerte) Suszeptibilität χ̃JD(ω) beschreibt den (linearen) Zu-
sammenhang zwischen mittlerem Strom J und elektrischem Feld E(t). Es gilt
daher χ̃JD(ω) = Aσ(ω).
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b) Zeigen Sie mithilfe des quantenmechanischen Fluktuations-Dissipations-Theorems
die Relation

C̃DD(ω) =
LA

ω

2~
eβ~ω − 1

Reσ(ω).
Lösung:

Das quantenmechanische Fluktuations-Dissipations-Theorem für χ̃DD(ω) gibt

C̃DD(ω) =
2~

1− eβ~ω
Imχ̃DD(ω) =

L

ω

2~
eβ~ω − 1

Reχ̃JD(ω) =
LA

ω

2~
eβ~ω − 1

Reσ(ω).

c) Im Experiment beobachtet man nicht CUU(t) selbst, sondern den Realteil
SUU(t) = ReCUU(t). Zeigen Sie, dass die spektrale Leistungsdichte der quan-
tenmechanischen Spannungs�uktuationen gegeben ist durch

S̃UU(ω) = 2R0

(
~ω
2

+
~ω

eβ~ω − 1

)
.

Warum kann es in der Natur kein echtes weiÿes Rauschen geben?
Hinweis: Sie können die folgende Relation verwenden

C̃DD(ω) =
L2

ω2
C̃JJ(ω) =

A2

ω2
|σ(ω)|2C̃UU(ω).

Lösung:

Verwendet man die Relation im Hinweis und setzt für C̃DD(ω) das Resultat
des quantenmechanischen Fluktuations-Dissipations-Theorems ein, so folgt

C̃UU(ω) =
ω2

A2|σ(ω)|2
C̃DD(ω)

=
ω2

A2|σ(ω)|2
LA

ω

2~
eβ~ω − 1

Reσ(ω)

=
L

A

2~ω
eβ~ω − 1

Reσ(ω)

|σ(ω)|2
=

2~ω
eβ~ω − 1

R0

Für den Realteil der Spannungs�uktuationen gilt

SUU(t) = ReCUU(t) =
1

2

(
CUU(t) + (CUU(t))

∗
)

und weil C̃UU(ω) reell ist, folgt im Fourier-Raum

S̃UU(ω) =
1

2
(C̃UU(ω) + C̃UU(−ω)) = 2R0

(
~ω
2

+
~ω

eβ~ω − 1

)
.

Bemerkung: Es gibt kein echtes weiÿes Rauschen, weil mit jeder Frequenz ω
eine Energiequant ~ω verbunden ist und für hohe Frequenzen ω > kBT/~ die
thermische Energie kBT nicht mehr ausreicht um eine Quant zu erzeugen.
Bei Raumtemperatur werden daher Schwingungen ab Terahertz thermisch
nicht mehr angeregt. Es verbleiben nur die Nullpunkt�uktuationen. Üblicher-
weise treten diese nicht in Erscheinung und werden ignoriert. Es gibt jedoch
sehr spezielle Versuchsanordnungen in denen die Nullpunkt�uktuationen eine
Rolle spielen (siehe Casimir-E�ekt!).
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d) Wie im 6.Tutorium (Beispiel 3e) wird der Leiter an einen Kondensator ange-
schlossen

d2

dt2
Q(t) + γ

d

dt
Q(t) + ω2

0Q(t) =
1

µ
Uth(t),

mit µ = mL
Ane2

und ω2
0 = 1

Cµ
. Die Spannungs�uktuationen Uth(t) sind charak-

terisiert durch S̃UU(ω). Berechnen Sie im Limes γ → 0 (Supraleitung) die
mittlere Gesamtenergie bestehend aus Ladungsenergie des Kondensators plus
kinetischer Energie der Elektronen

〈Etot〉 =
〈Q2(t)〉
2C

+
µ〈Q̇2(t)〉

2
.

Vergleichen Sie mit dem quantenmechanischen harmonischen Oszillator!
Hinweis: Verwenden Sie C̃Q̇Q̇(ω) = ω2C̃QQ(ω) und

δ(ω − ω0) = lim
γ→0

1

π

ω2
0γ

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

= lim
γ→0

ω2

ω2
0π

ω2
0γ

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

.

Lösung:

Die mittlere Gesamtenergie lässt sich als Integral darstellen

〈Etot〉 =
1

2π

∫ ∞
−∞

( 1

2C
C̃QQ(ω) +

µ

2
C̃Q̇Q̇(ω)

)
dω.

Mit C̃Q̇Q̇(ω) = ω2C̃QQ(ω) folgt für die mittlere Gesamtenergie

〈Etot〉 =
1

2π

∫ ∞
−∞

( 1

2C
+
µω2

2

)
C̃QQ(ω)dω.

Die spektrale Leistungsdichte C̃QQ(ω) folgt aus demWiener-Chintschin-Theorem

C̃QQ(ω) =
1

µ2

S̃UU(ω)

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

.

Setzt man in die Integraldarstellung der Gesamtenergie ein und betrachtet
den Limes γ → 0 so folgt

〈Etot〉 = lim
γ→0

1

2π

∫ ∞
−∞

( 1

2C
+
µω2

2

)
C̃QQ(ω)dω

= lim
γ→0

1

2π

∫ ∞
−∞

( 1

2C
+
µω2

2

) 1

µ2

S̃UU(ω)

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

dω

= lim
γ→0

1

2π

∫ ∞
−∞

( R0

Cµ2
+
R0ω

2

µ

) ~ω
2
+ ~ω

eβ~ω−1

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

dω

= lim
γ→0

1

2π

∫ ∞
−∞

(
1 +

ω2

ω2
0

)ω2
0γ
(

~ω
2
+ ~ω

eβ~ω−1

)
(ω2

0 − ω2)2 + γ2ω2
dω

=
~ω0

2
+

~ω0

eβ~ω0 − 1
.
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Weiterführende Bemerkung: Die Gesamtenergie im Schaltkreis verhält
sich wie die Energie des quantenmechanischen Oszillators mit Frequenz ω0,
der sich in Kontakt mit einem Wärmebad der Temperatur T be�ndet. Im
Grenzfall T → 0 verschwindet die thermische Anregung und es bleibt nur
die Grundzustandsenergie ~

2
|ω0|. Die thermische Anregung wird durch die

e�ektive spektrale Leistungsdichte

S̃eff
UU(ω) = S̃UU(ω)−R0~|ω|

erzeugt. Anregungen können direkt gemessen und verstärkt werden, weshalb
oft S̃eff

UU(ω) als eigentliche spektrale Leistungsdichte der Spannungs�uktuatio-
nen verwendet wird. Interessiert man sich beispielsweise für die am kurzge-
schlossen Widerstand dissipierende Leistung erhält man den endlichen Wert

PKS =
1

2π

∫ ∞
−∞

1

R0

S̃eff
UU(ω)dω =

1

2π

∫ ∞
0

1

R0

2S̃eff
UU(ω)dω =

2π

6~β2
.

Falls Sie sich weitergehend mit dem Wärmerauschen beschäftigen, sei noch
erwähnt, dass in der Literatur die spektrale Leistungsdichte der Spannungs-
�uktuation oft nur auf positive Frequenzen bezogen wird, weshalb sich ein
zusätzlicher Faktor 2 ergibt und dann nur über positive Frequenzen integriert
wird.
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2. Kritische Exponenten im Van-der-Waals-Gas

Betrachten Sie das Van-der-Waals-Gas in der Umgebung des kritischen Punktes.

a) Zeigen Sie, dass entlang der kritischen Isotherme T = Tc für V → Vc die
Relation P − Pc ∼ (V − Vc)δ

gilt und berechnen Sie den kritischen Exponenten δ.

Lösung:

Setzt man in die Taylor-Entwicklung am kritischen Punkt (siehe 5.Plenum)

P̃ (Ṽ , T̃ ) ' 4T̃ − 6T̃ Ṽ − 3

2
Ṽ 3

die Temperatur T̃ = 0 und multipliziert mit PcVc, erhält man

P − Pc ' −
3PcV

3
c

2
(V − Vc)3 ∼ (V − Vc)3,

woraus δ = 3 folgt.

b) Zeigen Sie, dass entlang der kritischen Isochore V = Vc für T > Tc und
T → Tc die isotherme Kompressibilität κT mit

κT ∼ (T − Tc)−γ

skaliert und berechnen Sie den kritischen Exponenten γ.

Lösung:

Die isotherme Kompressibilität lässt sich in reduzierten Koordinaten T̃ , Ṽ , P̃
(siehe 5.Plenum) darstellen als

κT =
1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

=
1

Pc(Ṽ + 1)

1(
∂P̃
∂Ṽ

)
T,N

' − 1

Pc(Ṽ + 1)

1

6T̃ + 9
2
Ṽ 2

.

Entlang der kritischen Isochore Ṽ = 0 und T > Tc folgt

κT ' −
1

6Pc

1

T̃
= − Tc

6Pc
(T − Tc)−1 ∼ (T − Tc)−1.

Der kritische Exponent ist also γ = 1.
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3. Ising-Modell in einer Dimension

Betrachten Sie das Ising-Model bestehend aus N Spins σi ∈ {−1, 1} in einer Di-
mension mit o�enen Randbedingungen

H = −J
N−1∑
i=1

σiσi+1 + µBBext

N∑
i=1

σi,

wobei J die Spin-Spin-Wechselwirkung und Bext ein externes Magnetfeld ist.

a) Berechnen Sie im Fall Bext = 0 und J 6= 0 die kanonische Zustandssumme ZN .
Hinweis: Zeigen und verwenden Sie die Rekursion ZN+1 = 2ZN cosh(βJ).

Lösung:

Für N = 2 erhält man die kanonische Zustandssumme

Z2 = 2eβJ + 2e−βJ = 4 cosh(βJ).

Fügt man nun zum System bestehend aus N Spins mit Zustandssumme

ZN =
∑

σ1,...,σN

e−βH(σ1,...,σN )

einen weiteren Spin hinzu, so ergeben sich für jede Kon�guration {σ1, .., σN}
mit Energie H(σ1, ..., σN) zwei neue Kon�gurationen {σ1, .., σN ,+1} und
{σ1, .., σN ,−1}, wobei eine davon die Energie H(σ1, ..., σN) + J und eine die
Energie H(σ1, ..., σN)− J besitzt. Insgesamt erhält man daher

ZN+1 =
∑

σ1,...,σN

e−βH(σ1,...,σN )eβJ +
∑

σ1,...,σN

e−βH(σ1,...,σN )e−βJ = 2ZN cosh(βJ),

woraus schlieÿlich
ZN = 2N coshN−1(βJ)

folgt.

b) Vergleichen Sie Ihr Resultat mit der kanonische Zustandssumme im Fall J = 0
und Bext 6= 0 für N − 1 Spins. Für welchen Wert von Bext sind die beiden
Zustandssummen (bis auf einen Faktor) gleich? Argumentieren Sie, warum
eine ähnliche Korrespondenz in höheren Dimensionen nicht möglich ist.

Lösung:

Die kanonische Zustandssumme für ein System aus N−1 Spins ohne Wechsel-
wirkung lässt sich aus der kanonische Zustandssumme eines Spins
Z1 = 2 cosh(βµBBext) berechnen durch

ZN−1 = ZN−1
1 = 2N−1 coshN−1(βµBBext).

Bis auf einen Faktor 2 stimmt also die kanonische Zustandssumme des Ising-
Modells ohne Feld mit der kanonische Zustandssumme des Ising-Modells ohne
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Wechselwirkung überein wenn J = µBBext. Wichtig: Dies ist ein Spezialfall
des Ising Modells in einer Dimension. In zwei Dimensionen gilt dieser Zusam-
menhang nicht mehr, weil jeder Spin nun mehr als zwei Nachbarn besitzt. Tat-
sächlich zeigt das Ising-Modell in zwei Dimensionen einen (ferro)magnetischen
Phasenübergang, der in einem System ohne Wechselwirkung natürlich niemals
vorkommen kann.

c) Zeigen Sie, dass im FallBext = 0 die (räumliche) Spin-Autokorrelationsfunktion
gegeben ist durch

Cσσ(r) = 〈σiσi+r〉 = e−
r
ξ mit ξ =

1

ln
(
coth(βJ)

) .
Wie verhält sich die Korrelationslänge ξ für niedrige Temperaturen T → 0?
Hinweis: Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme ZN zum Hamiltonian

H = −
N−1∑
i=1

Jiσiσi+1,

mithilfe der Rekursion ZN+1 = 2ZN cosh(βJN) und leiten Sie diese nach
Ji, ..., Ji+r−1 ab. Verwenden Sie σ2

i = 1 und setzten Sie anschlieÿend Ji = J .

Lösung:

Mit der lokalen Wechselwirkung Ji ergibt sich die kanonischen Zustandssum-
me

ZN = 2N
N−1∏
i=1

cosh(βJi).

Die Spin-Autokorrelationsfunktion Cσσ(r) lässt sich darstellen über

Cσσ(r) = 〈σiσi+r〉 =
1

ZN

∑
σ1,...,σN

σiσi+r e
−βH(σ1,...,σN )

=
1

ZN

∑
σ1,...,σN

σiσ
2
i+1...σ

2
i+r−1σi+r e

−βH(σ1,...,σN )

=
1

ZN

1

βr
d

dJi

d

dJi+1

...
d

dJi+r−1

ZN

=
sinhr(βJ)

coshr(βJ)
= tanhr(βJ) = e−

r
ξ ,

wobei im letzten Schritt Ji = J gesetzt wurde.
Im Grenzfall kleiner Temperaturen ist die thermische Energie kBT klein im
Vergleich zur Wechselwirkungsenergie J . Dies führt zu einer langreichweiti-
gen Ordnung, was sich durch eine groÿe Korrelationslänge ξ bemerkbar macht.
Dass die Divergenz der Korrelationslänge erst bei T = 0 und nicht bei end-
licher Temperatur Tc > 0 auftritt, ist ein weiteres Indiz dafür, dass es im
eindimensionalen Ising-Modell keinen magnetischen Phasenübergang gibt.
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