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1.1 Einleitung

1.1 Einleitung

@ Physiker/innen beniitzen Statistik zur Auswertung von Experimenten
im weitesten Sinn.

@ Das konkrete Ergebnis eines Experiments kann im Allgemeinen nicht
genau vorausgesagt werden.

o Mehrere Griinde:

o Mangelnde Kenntnis des Anfangszustandes: Wiirfel

o Die beobachteten Objekte sind eine zuféllige Auswahl
(Stichprobe) aus einer gréBeren Grundgesamtheit: Umfrage

o Der beobachtete Prozess ist prinzipiell indeterministisch
(Quantenmechanik): radioaktiver Zerfall

o Messfehler geben dem Ergebnis einen stochastischen Charakter:
die meisten Messvorgidnge

o Wir betrachten daher das konkrete Ergebnis eines Experiments als
die Realisierung einer Zufallsvariablen.
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1.1 Einleitung

1.1 Einleitung

Die mathematisch exakte Definition einer Zufallsvariablen wird im
Rahmen der MaBtheorie formuliert. Wir begniigen uns hier mit der
intuitiven Definition.

Ist die Realisierung eine Zahl z € R, wird X als univariate
Zufallsvariable bezeichnet.

Eine multivariate Zufallsvariable oder ein Zufallsvektor
X = (X1,...,X,) der Dimension n ist ein Vektor von n univariaten
Zufallsvariablen.

Die Realisierung einer univariaten Zufallsvariablen X wird auch als
Merkmal bezeichnet.

Die moglichen Werte eines Merkmals werden dessen Auspragungen
genannt.

Ein Merkmal kann diskrete (endlich oder abz&hlbar unendlich viele)
oder kontinuierliche (iiberabzdhlbar unendlich viele) Auspragungen
haben.
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1.2 Merkmale

© Merkmale
@ Merkmalstypen

@ Skalentypen
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1.2.1 Merkmalstypen

© Merkmale
@ Merkmalstypen
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1.2.1 Merkmalstypen

Statistik
S Qualitative Merkmale

@ bindr (ja=1/nein=0). Beispiel: EU-Biirgerschaft.

o kategorial (Kategorie 1,...,k). Beispiel:
ledig=1/geschieden=2/verheiratet=3/verwitwet=4.

1.2.1 Merkmalstypen

e ordinal (Rang). Beispiel: Noten 1-5.

Quantitative Merkmale

o diskret (ganzzahlig). Beispiel: Z3hlvorgang.

o kontinuierlich (reellwertig). Beispiel: Messvorgang.

R. Friihwirth Statistik



1 Skalentypen

Statistik

R. Frithwirth

1.2.1 Skalentypen

© Merkmale

@ Skalentypen




1.2.1 Skalentypen

Statistik

Nominalskala: Zahlenwerte sind nur Bezeichnung fiir sich

R. Friihwirth . .
ausschlieBende Kategorien.

o Ordinalskala: Ordnung der Zahlen ist wesentlich.

o Intervallskala: Ordnung und Differenzen zwischen den Werten sind
sinnvoll interpretierbar, der Nullpunkt ist willkiirlich festgelegt.

1.2.1 Skalentypen

o Verhiltnisskala: Ordnung, Differenzen und GréBenverhéltnisse sind
sinnvoll interpretierbar, es gibt einen absoluten Nullpunkt.
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1.2.1 Skalentypen

1.2.1 Skalentypen

Beispiel

© 606 6 ©0 o o

Der Familienstand einer Person wird durch Zahlen kodiert (1=ledig,
2=verheiratet, 3=geschieden, 4=verwitwet). Nominalskala.

Der Stand einer Mannschaft in der Meisterschaft wird durch den Rang in
der Liga angegeben. Ordinalskala.

Die Jahreszahlen (2007, 2008, ... ) bilden eine Intervallskala, da der
Nullpunkt willkiirlich festgelegt ist.

Die Celsius-Skala der Temperatur ist eine Intervallskala, da der Nullpunkt
willkiirlich festgelegt ist.

Die Kelvin-Skala der Temperatur ist eine Verhiltnisskala, da der
Nullpunkt physikalisch festgelegt ist.

Die GroBe einer Person wird in cm angegeben. Es liegt eine
Verhiltnisskala vor, da ein natiirlicher Nullpunkt existiert.

R. Friihwirth
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1.2.1 Skalentypen

1.2.1 Skalentypen

Beispiel

In der folgenden Datenmatrix D sind drei Merkmale von acht Personen
erhoben:

G=Geschlecht (1=W,2=M)

A=Alter (in Jahren)

B=Ausbildung (1=Pflichtschule, 2=H&here Schule, 3=Bachelor, 4=Master)

z
Q

A
34
54
46
27
38
31
48
51

o

0 N O g~ W N
N N = B = NN =
N B WO N B W EE DN
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1.3 Ereignisse

© Ereignisse
o Der Ergebnisraum
@ Die Ereignisalgebra
@ Wiederholte Experimente
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1.3.1 Der Ergebnisraum

1.3.1 Der Ergebnisraum

o Eine univariate Zufallsvariable X ist das numerische Resultat eines
Experiments (im weitesten Sinn).

@ Die Menge 2 C R aller méglichen Auspragungen einer
Zufallsvariablen heiBt Ergebnisraum oder Stichprobenraum.

o Der Ergebnisraum €2 kann endlich, abz&dhlbar unendlich oder
tiberabzdhlbar unendlich sein.

Beispiel

@ Beim Roulette gibt es 37 mogliche Ergebnisse. Der Ergebnisraum
Q=1{0,1,...,36} ist endlich.

@ Wird eine radioaktive Quelle beobachtet, ist die Anzahl der Zerfille pro
Sekunde im Prinzip unbeschrinkt. Der Ergebnisraum Q = {0,1,2,...} ist
abzdhlbar unendlich.

@ Die Wartezeit zwischen zwei Zerfallen kann jeden beliebigen positiven
Wert annehmen. Der Ergebnisraum ©Q = R ist iiberabzadhlbar unendlich.

<
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1.3.1 Die Ereignisalgebra

© Ereignisse

@ Die Ereignisalgebra
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1.3.1 Die Ereignisalgebra

Statistik

Definition (Ereignis)

R. Frithwirth

Ein Ereignis E ist eine Teilmenge des Ergebnisraums Q. Ein Ereignis
E tritt ein, wenn E das Ergebnis z € Q des Experiments (die
Realisierung der Zufallsvariablen X) enthilt.

1.3.1 Die Ereignisalgebra

Beispiel

Der Wurf mit einem Wiirfel hat den Ergebnisraum Q = {1,2,3,4,5,6}. Das
Ereignis G (gerade Zahl) ist die Teilmenge

G = {2,4,6}

G tritt ein, wenn eine gerade Zahl geworfen wird.

Definition (Elementarereignis)

Ein Elementarereignis ¢ ist eine einelementige Teilmenge des
Ergebnisraums €.

R. Friihwirth Statistik



1.3.1 Die Ereignisalgebra

Statistik

Definition (Ereignisalgebra)

R. Frithwirth

Die Menge aller Ereignisse des Ergebnisraums ) heiBt die
Ereignisalgebra &(2).

@ Im endlichen oder abzihlbar unendlichen Fall kann jede Teilmenge
als Ereignis betrachtet werden. Die Ereignisalgebra heiBt diskret.

1.3.1 Die Ereignisalgebra

@ Im iiberabz&hlbar unendlichen Fall miissen gewisse pathologische
(nicht messbare) Teilmengen ausgeschlossen werden. Die
Ereignisalgebra heiBt kontinuierlich oder stetig.

o Zwei Ereignisse A € & und B € & konnen logisch verkniipft
werden.

R. Friihwirth Statistik



1.3.1 Die Ereignisalgebra

Statistik

. Verkniipfung von Ereignissen

Disjunktion

Symbol Name Bedeutung
1.3.1 Die Ereignisalgebra AUB Disjunktion A oder B (oder beide)

| A

Konjunktion

Symbol Name Bedeutung
ANB  Konjunktion A und B (sowohl A als auch B)

| \

Negation

Symbol  Name Bedeutung
A’ Negation nicht A (das Gegenteil von A)
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1.3.1 Die Ereignisalgebra

Statistik

e Mit diesen Verkniipfungen ist G ist eine Boole’sche Algebra:

= distributiver komplementarer Verband mit Null- und Einselement.
@ Das Nullelement 0 = ) ist das unmégliche Ereignis.
o Das Einselement 1 = (2 ist das sichere Ereignis.

e Ein Ereignis, das genau ein mogliches Ergebnis enthilt, ist ein
Elementarereignis.

1.3.1 Die Ereignisalgebra

R. Friihwirth Statistik
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1.3.1 Die Ereignisalgebra

1.3.1 Die Ereignisalgebra

Beispiel

Es seien A, B, C drei Ereignisse. Wir kénnen mittels Verkniipfungen die
folgenden Ereignisse formulieren:

© Alle drei Ereignisse treten ein:
ANBNC
@ A und C treten ein, B nicht:
AnB'nC
© Genau zwei der Ereignisse treten ein:
(ANBNCHYUANB' NnC)u (A’ NnBNC)
© Hochstens eines der Ereignisse tritt ein:

(AnB'nchuA'nBNnCHYUA' NB' nC)u (A’ nB' ' NnC)
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1.3.1 Wiederholte
Experimente

© Ereignisse

@ Wiederholte Experimente
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1.3.1 Wiederholte Experimente

Statistik
o Der Wurf mit einem Wiirfel hat den Ergebnisraum

R. Frithwirth
Q=1{1,2,3,4,5,6}
Die Ereignisalgebra &(2) hat folglich sechs Elementarereignisse:

ey = {1},62 = {2},63 = {3},64 = {4},65 = {5},66 = {6}

und insgesamt 2% = 64 Ereignisse (Teilmengen von Q).

1.3.1 Wiederholte
Experimente

@ Der Ergebnisraum des zweimaligen Wiirfelns ist das kartesische
Produkt Q x Q:

AxQ= {(la])‘%] = 1a~"76}

Das geordnete Paar (i,5) bedeutet: ¢ beim ersten Wurf, j beim
zweiten Wurf. Die Ereignisalgebra G(2 x Q) hat folglich 36
Elementarereignisse e;;:

€1,1 = {(1, 1)}, .y €66,6 = {(6, 6)}

R. Friihwirth Statistik



1.3.1 Wiederholte Experimente

Statistik
@ Analog ist beim n-maligen Wiirfeln der Ergebnisraum das n-fache

kartesische Produkt 2 x Q2 x ... x Q.

R. Frithwirth

Beispiel (Ereignisalgebra des Doppelwurfs)

Beispiele fiir Elemente der Ereignisalgebra des Doppelwurfs sind:

1.3.1 Wiederholte 6 beim ersten Wurf: {(6,1),(6,2),...,(6,6)}

Experimente

6 beim zweiten Wurf: {(1,6),(2,6),...,(6,6)}
Beide Wiirfe gleich: {(1,1),(2,2),...,(6,6)}
Summe der Wiirfe gleich 7:  {(1,6), (2,5),...,(6,1)}

R. Friihwirth Statistik



1.3.1 Wiederholte Experimente

Statistik

o eispiel (Wiederholter Alternativversuch)

Ein Experiment, das nur zwei mogliche Ergebnisse hat, heiBt ein
Alternativversuch oder Bernoulliexperiment. Es gibt zwei Ergebnisse, 0 und
1. Wird ein Alternativversuch n-mal durchgefiihrt, ergibt sich eine
Ergebnisraum mit 2™ Ergebnissen, nimlich den Folgen der Form (i1, ...,%n)
mit 4; = 0 oder 1. Jedes Ergebnis kann als Realisierung einer multivariaten
L3 A\Wiscohalte Zufallsvariablen der Dimension n aufgefasst werden. Ein Beispiel ist das
xperimente . . .

n-malige Werfen einer Miinze.
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Deskriptive Statistik
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Teil 2: Deskriptive Statistik

Statistik
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© Einleitung

© Eindimensionale Merkmale

© Zweidimensionale Merkmale

R. Friihwirth
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2.1 Einleitung
© Einleitung

o Grundbegriffe
o Haufigkeit
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2.1.1 Grundbegriffe
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2.1.1 Grundbegriffe

© Einleitung
o Grundbegriffe
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2.1.1 Grundbegriffe

Statistik

Definition von Statistik

R. Frithwirth

@ Die Erhebung und Speicherung von Daten, z.B. durch statistische
Amter

2.1.1 Grundbegriffe

@ Die mathematische Auswertung von Daten, z.B. die Berechnung von
MaB- und Kennzahlen

Deskriptive Statistik

@ Beschreibung von vorhandenen Daten durch MaBzahlen, Tabellen,
Graphiken

R. Friihwirth Statistik



2.1.1 Grundbegriffe

Statistik
R. Friihwirth Induktive Statistik

@ Untersuchung von GesetzmaBigkeiten und Ursachen, die hinter den
Daten stehen und die Daten (teilweise) erklaren.

2.1.1 Grundbegriffe

o Explorative Datenanalyse: Ziel ist, Hypothesen fiir die Theoriebildung
zu gewinnen

o Konfirmative Datenanalyse: Ziel ist, vorhandene Theorien zu priifen,

z.B. durch Schatzen von Parametern oder Testen von Hypothesen

R. Friihwirth Statistik
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2.1.1 Haufigkeit

© Einleitung
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2.1.1 Haufigkeit

Statistik

Definition (Absolute Haufigkeit)

Es sei @ = (z1,...,xn) eine Stichprobe der Zufallsvariablen X und
E C Q ein Ereignis. Die absolute Hiufigkeit A(E) von E in x ist die
2 BEnE et Anzahl der Beobachtungen, in denen FE eintritt, d.h. z; € E.

R. Frithwirth

Beispiel
E ist das Ereignis “Eine Person in Matrix D hat zumindest Bakkalaureat”
(B € {3,4}). Dann ist h(E) = 4.

R. Friihwirth Statistik



2.1.1 Haufigkeit

Statistik

Definition (Relative Haufigkeit)

Die relative Haufigkeit f(E) = h(E)/n von E ist die Anzahl der Fille,
in denen FE eintritt, dividiert durch die GroBe der Stichprobe.

R. Frithwirth

2.1.1 Haufigkeit

Beispiel

E ist das Ereignis “Eine Person x in Matrix D ist alter als dreiBig Jahre”
(A > 30). Dann ist f(E) = 7/8.

R. Friihwirth Statistik



2.1.1 Haufigkeit

Statistik
— Spezielle Ereignisse

e E = {: E trifft niemals zu, h(E) = f(E) = 0.
2141 (i e o E = O: E trifft immer zu, h(E) =n, f(E) = 1.

Rechengesetze fiir Haufigkeiten

Additionsgesetz

h(EUF) = h(E) + h(F)

For=0= {f(EUF)=f(E)+f(F)

R. Friihwirth Statistik
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2.1.1 Haufigkeit

2.1.1 Haufigkeit

Siebformel

MEUF) = h(E) + h(F) — h(ENF)
f(EUF)=f(E)+ f(F)- f(ENF)

| A\

Beispiel

33% der Kunden einer Bank haben einen Wohnungskredit, 24% haben einen
Kredit zur Finanzierung von Konsumgiitern, 11% haben beides. Wie groB ist
der Anteil der Kunden, die weder Wohnungs- noch Konsumgiiterkredit

haben?
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2.2 Eindimensionale Merkmale
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2.2 Eindimensionale
Merkmale

© Eindimensionale Merkmale
@ Graphische Darstellung

Empirische Verteilungsfunktion

Kernschatzer

MaBzahlen

°
o
°
@ Beispiele
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1 Graphische Darstellung
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2.2.1 Graphische
Darstellung

© Eindimensionale Merkmale
@ Graphische Darstellung
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2.2.1 Graphische Darstellung

Statistik

@ Ein Bild sagt mehr als tausend Worte!

R. Friihwirth
@ Graphische Darstellungen von Datensatzen sind daher duBerst beliebt

und niitzlich.
o Qualitative Variable: Haufigkeitstabelle, Tortendiagramm,

Bamaapnische Stabdiagramm

o Quantitative Variable: gruppierte Haufigkeitstabelle, Histogramm,

Boxplot, empirische Verteilungsfunktion

R. Friihwirth Statistik



1 Graphische Darstellung

Statistik

o Datensatz 1 (500 normalverteilte Werte):

R. Frithwirth

Datensatz 1
45 T T

2.2.1 Graphische M
Darstellung -

Haufigkeit
N N w w
o ul o a1l
T T T T
[
I
| | | |

.
o
T
I

=
o
T
I

3 4 5 6 7 8 9 10
X

Histogramm



1 Graphische Darstellung

Statistik

o Datensatz 2 = Datensatz 1 + Kontamination (100 Werte):

R. Frithwirth

Datensatz 2
45

40 dlh B
2.2.1 Graphische
Darstellung

35t h 1

20 T

Haufigkeit

15 b

10r T

ol nn H'I_H;O’_‘_Hﬂﬂﬂﬂ_ﬂ oo 0o

X

15

Histogramm
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2.2.1 Graphische Darstellung

Statistik

e Datensatz 3 (50 Piifungsnoten):

R. Frithwirth

Note k | h(k) | f(k)

1 5 0.10

22. Graphische 2 8 0.16
3 22 0.44

4 5 0.10

5 10 0.20

50 1.00

Haufigkeitstabelle

@ MATLAB: make_dataset3
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1 Graphische Darstellung

Statistik

e Datensatz 3 (50 Piifungsnoten):

R. Frithwirth
1

2.2.1 Graphische
Darstellung

3

Tortendiagramm

o MATLAB: make_dataset3
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1 Graphische Darstellung

Statistik

e Datensatz 3 (50 Piifungsnoten):

25

R. Frithwirth

20

2.2.1 Graphische
Darstellung

15

Haufigkeit

10

1 2 3 4 5
X

Stabdiagramm

@ MATLAB: make_dataset3
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1 Empirische Verteilungsfunktion

Statistik
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2.1 Empirische © Eindimensionale Merkmale

Verteilungsfunktion

@ Empirische Verteilungsfunktion

R. Friihwirth
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2.2.1 Empirische Verteilungsfunktion

Statistik

@ Ab Ordinalskala ist es sinnvoll, die Daten zu ordnen.
R. Frithwirth

o Die Haufigkeitstabelle kann durch Summenh3ufigkeiten ergdnzt
werden.

o Datensatz 3 (50 Priifungsnoten):

e Note k | h(k) | H(k) | f(k) | F(k)
b 1 5 5 | 010 010
2 8 13 | 0.16 | 0.26
3 2 35 | 0.44 | 070
4 5 40 | 0.10 | 0.80
5 10 50 | 0.20 | 1.00

Haufigkeitstabelle mit Summenhaufigkeiten

@ MATLAB: make_dataset3
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2.2.1 Empirische Verteilungsfunktion

Statistik
o o Die graphische Darstellung der Summenhaufigkeiten wird die

empirische Verteilungsfunktion der Datenliste genannt.

R. Frithwirth

Definition (Empirische Verteilungsfunktion)

Die empirische Verteilungsfunktion Fy, () der Datenliste
Vereihumgatuhtion # = (z1,...,T,) ist der Anteil der Daten, die kleiner oder gleich =
sind:
Fu(z) = /(% < 2).

o Ist z; <z < wiq1, gilt
Fo(z) = f(@1) + - + f(@:).

o [}, ist eine Sprungfunktion. Die Sprungstellen sind die Datenpunkte,
die Sprunghdhen sind die relativen Haufigkeiten der Datenpunkte.

R. Friihwirth Statistik



1 Empirische Verteilungsfunktion

Statistik

o Datensatz 3: (50 Priifungsnoten):

R. Frithwirth
Empirische Verteilungsfunktion

0.8 —,—
0.7
2.2.1 Empirische

Verteilungsfunktion 0.6

1 2 3 4 5
X

Empirische Verteilungsfunktion

@ MATLAB: make_dataset3
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1 Empirische Verteilungsfunktion

Statistik

o Datensatz 2 (500 Werte + Kontamination):

R. Frithwirth
Datensatz 2

09r

2.2.1 Empirische 0.7+
Verteilungsfunktion

0.6

F()
o
T

031

021

011

0 L L
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion

@ MATLAB: make_dataset2
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© Eindimensionale Merkmale

2.2.1 Kernschitzer

@ Kernschatzer




2.2.1 Kernschatzer

Statistik
o Die Haufigkeitsverteilung (Histogramm) kann mit einem Kern- oder

= Dichteschitzer geglittet werden.

@ Die Dichte des beobachteten Merkmals wird dabei durch eine
Summe von Kernen K (-) approximiert:

fo) =55 2K (57)

@ h ist die Bandbreite des Kernschatzers.

2.2.1 Kernschitzer

@ Der beliebteste Kern ist der GauBkern:

K(z) = \/%7 exp (f;>

R. Friihwirth Statistik



1 Kernschatzer

Statistik
o Datensatz 2:
R. Frithwirth

Datensatz 2
0.4 T

[CIRelative Haufigkeit]
Kernschatzer

2.2.1 Kernschitzer 0.251 ] 4

0.2 1

f(x)

0.15 \ 1
01f / ]

0.051 4

olaa rﬁﬁjﬂ—ﬁ%ﬁ%ﬂ,ul

0 5

5
X

Glattung des Histogramms durch Kernschatzer

@ MATLAB: make_dataset2



2.2.1 MaBzahlen

Statistik
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© Eindimensionale Merkmale

2.2.1 MaBzahlen

@ MaBzahlen
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2.2.1 MaBzahlen

Statistik

Datenlisten sind oft so umfangreich, dass ihr Inhalt in einigen
wenigen MaBzahlen zusammgefasst wird oder werden muss. Welche
MaBzahlen dabei sinnvoll sind, hdngt vom Skalentyp ab.

R. Frithwirth

@ Manche MaBzahlen gehen von der geordneten Datenliste
T(1)y-+-sT(n) aAUS.

@ Wir unterscheiden Lage-, Streuungs-, und SchiefemaBe.

2.2.1 MaBzahlen o Ein LagemaB gibt an, um welchen Wert die Daten konzentriert sind.

@ Ein StreuungsmaB gibt an, wie groB die Schwankungen der Daten
um ihren zentralen Wert sind.

@ Ein SchiefemaB gibt an, wie symmetrisch die Daten um ihren
zentralen Wert liegen.

R. Friihwirth Statistik



2.2.1 MaBzahlen

Statistik
LagemaBe
R. Friihwirth

Definition (LagemaB)

Es sei @ = (z1,...,%,) eine Datenliste. Die Funktion £(x) heiBt ein
LagemaB fiir x, wenn gilt:

o l(ax +b) = al(x) + b fira >0

2.2.1 MaBzahlen e minz < 4(x) < max(x)

@ Sinnvolle LagemaBe geben den “typischen” oder “zentralen” Wert
der Datenliste an.

@ Je nach Skala sind verschiedene LagemaBe sinnvoll.

R. Friihwirth Statistik



1 MaBzahlen

Statistik

R. Frithwirth

n
D> e
i=1

@ Sinnvoll fiir Intervall- und Verhaltnisskala.

221 MaBzahien o Der Mittelwert minimiert die folgende Funktion:

— . - 2
Z = arg, min Z(:cZ —x)
i=1

@ MATLAB: xbar=mean (x)

R. Friihwirth 3 59/482



2.2.1 MaBzahlen

Statistik

R. Frithwirth

T = T(n/2)

@ Der Median teilt die geordnete Liste in zwei gleich groBe Teile.
@ Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

@ Der Median minimiert die folgende Funktion:
2.2.1 MaBzahlen

n
I = arg, minz |z — x|

1=1

@ MATLAB: xmed=median(x)

R. Friihwirth Statistik



2.2.1 MaBzahlen

Statistik

@ Der Median ist ein Spezialfall eines allgemeineren Begriffs, des
Quantils.

R. Frithwirth

Qa = w(an)

2.2.1 MaBzahlen
o Das a-Quantil teilt die geordnete Liste im Verhaltnis o : 1 — a.

@ Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

o MATLAB: gqa=quantile(x,alpha)

@ (o ist der kleinste Wert, Q1 ist der groBte Wert der Datenliste.
@ (o.5 ist der Median.

@ Die fiinf Quartile Qo, Qo.25, Qo.5, Qo.75, Q1 bilden das five point
summary der Datenliste.

o MATLAB: fps=quantile(x,[0 0.25 0.5 0.75 1])
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Statistik

R. Frithwirth

2.2.1 MaBzahlen

2.2.1 MaBzahlen

o Der Boxplot ist die graphische Darstellung des five point summary.
e Datensatz 2 (500 Werte + Kontamination):

Datensatz 2

| P — Jorrom e

X

Boxplot

o MATLAB: make_dataset2

R. Friihwirth



1 MaBzahlen

Statistik
@ Vergleich von Datensatz 1 und Datensatz 2 mittels Boxplot:

R. Friihwirtk

| T g ——— favvrar e o

Datensatz

2.2.1 MaBzahlen

Boxplot
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.1 MaBzahlen

Statistik
@ Aus der empirischen Verteilungsfunktion kénnen Quantile einfach

R. Friihwirth
abgelesen werden.

@ Median von Datensatz 2:

Datensatz 2

2.2.1 MaBzahlen

0 L L
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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.1 MaBzahlen

Statistik
@ Aus der empirischen Verteilungsfunktion kénnen Quantile einfach

R. Friihwirth
abgelesen werden.

@ Median von Datensatz 2:

Datensatz 2

2.2.1 MaBzahlen

0 A L
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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.1 MaBzahlen

Statistik .
o @ Es konnen auch Unter- und Uberschreitungsh&ufigkeiten abgelesen

R. Frithwirth
werden.

@ Welcher Anteil der Daten ist kleiner oder gleich 67

Datensatz 2

2.2.1 MaBzahlen 0.8- 4

0 L L
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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.1 MaBzahlen

Statistik .
o @ Es konnen auch Unter- und Uberschreitungsh&ufigkeiten abgelesen

R. Frithwirth
werden.

@ Welcher Anteil der Daten ist kleiner oder gleich 67

Datensatz 2

2.2.1 MaBzahlen 0.8- 4

0 L L
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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Statistik

R. Frithwirth

2.2.1 MaBzahlen

2.2.1 MaBzahlen

LMS (Least Median of Squares)

Der LMS-Wert ist der Mittelpunkt des kiirzesten Intervalls, das
h = |n/2] 4+ 1 Datenpunkte enthilt.

@ Der LMS-Wert ist extrem unempfindlich gegen fehlerhafte oder

untypische Daten.

@ Der LMS-Wert minimiert die folgende Funktion:

- . 2
Z = arg, min med;—; (z; — )

o Ein verwandtes LagemaB ist der “shorth”, der Mittelwert aller Daten
im kiirzesten Intervall, das h Datenpunkte enthilt.

@ MATLAB: x1ms=1ms (x)

@ MATLAB: xshorth=shorth(x)

R. Friihwirth

Statistik 66,482



2.2.1 MaBzahlen

Statistik

R. Friihwirth
Der Modus ist der haufigste Wert einer Datenliste \

@ Sinnvoll vor allem fiir qualitative Merkmale.

o Fiir quantitative Merkmale kann der Modus aus dem Kernschatzer
der Dichte bestimmt werden.

22.1 Mafizahlen @ MATLAB: xmode=mode (x)

HSM (Half-sample mode)

© Bestimme das kiirzeste Intervall, das h = [n/2] + 1 Datenpunkte
enthalt.

@ Wiederhole den Vorgang auf den Daten in diesem Intervall, bis zwei
Datenpunkte iibrig sind.

@ Der HSM-Wert ist das Mittel der beiden letzten Daten.

@ MATLAB: xhsm=hsm(x)
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2.2.1 MaBzahlen

Statistik

R. Frithwirth

Definition (StreuungsmaB)

Es sei @ = (z1,...,%,) eine Datenliste. Die Funktion o(x) heiBt ein
StreuungsmaB fiir &, wenn gilt:

e o(x) >0

o o(ax +b) = |a|o(x)

2.2.1 MaBzahlen

@ Sinnvolle StreuungsmaBe messen die Abweichung der Daten von
ihrem zentralen Wert.

@ StreuungsmaBe sind invariant unter Verschiebung der Daten.

@ Je nach Skala sind verschiedene StreuungsmaBe sinnvoll.

R. Friihwirth Statistik



Statistik
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2.2.1 MaBzahlen

2.2.1 MaBzahlen

Standardabweichung

Sinnvoll fiir Intervall- und Verhiltnisskala.

Die Standardabweichung hat die gleiche Dimension wie die Daten.

Das Quadrat der Standardabweichung heiBt Varianz.

@ MATLAB: xstd=std(x,1)

MATLAB: xvar=var(x,1)
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2.2.1 MaBzahlen

Statistik

R Interquartilsdistanz
rihwirth

IQR = Qo.75 — Qo.2s

@ Die Interquartilsdistanz ist die Lange des Intervalls, das die zentralen
50% der Daten enthilt.

@ Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

2.2.1 MaBzahlen

@ MATLAB: xiqr=iqr(x)

R. Friihwirth Statistik



2.2.1 MaBzahlen

Statistik

LoS (Length of the Shorth)

LoS ist die Lange des kiirzesten Intervalls, das h = [n/2] + 1
Datenpunkte enthilt.

R. Frithwirth

@ Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

2.2.1 MaBzahlen

@ MATLAB: xlos=LoS(x)

R. Friihwirth Statistik



2.2.1 MaBzahlen

Statistik
S SchiefemaBe

Definition (SchiefemaB)

Es sei @ = (z1,...,%,) eine Datenliste. Die Funktion s(x) heiBt ein
SchiefemaB fiir &, wenn gilt:

o s(ax +b) = sgn(a)s(x)
2.2.1 MaBzahlen o 5(%) —0, wenn Jb:x—b=b—=x

@ Sinnvolle SchiefemaBe messen die Asymmetrie der Daten.
@ SchiefemaBe sind invariant unter Verschiebung der Daten.

@ Je nach Skala sind verschiedene SchiefemaBe sinnvoll.

R. Friihwirth Statistik



2.2.1 MaBzahlen

Statistik

R. Frithwirth

Die Schiefe ~ ist gleich 0 fiir symmetrische Daten.

2.2.1 MaBzahlen

Ist v < 0, heiBen die Daten linksschief.
@ Ist v > 0, heiBen die Daten rechtsschief.

@ Sinnvoll fiir Intervall- und Verhaltnisskala.

MATLAB: xgamma=skewness(x,1)

R. Friihwirth Statistik
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R. Frithwirth

2.2.1 MaBzahlen

2.2.1 MaBzahlen

Schiefekoeffizient

R—L
SK=——=
R+ 1L

mit R = Qo.75s — Qo.s, L = Qo.5 — Qo.25.

SK liegt zwischen —1 (R = 0) und +1 (L = 0).

Der Schiefekoeffizient ist gleich 0 fiir symmetrische Daten.
Ist SK < 0, heiBen die Daten linksschief.

Ist SK > 0, heiBen die Daten rechtsschief.

Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhiltnisskala.

MATLAB: xsk=SK(x)
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2.2.1 Beispiele

Statistik

R. Frithwirth

© Eindimensionale Merkmale

2.2.1 Beispiele

@ Beispiele

R. Friihwirth



Statistik

R. Frithwirth

2.2.1 Beispiele

2.2.1 Beispiele

o LagemaBe:
Mittelwert:
Median:
LMS:
Shorth:
HSM:

@ StreuungsmaBe:
Standardabweichung:

Interquartilsdistanz:

Length of the Shorth:

o Datensatz 1: Symmetrisch, 500 Werte

@ SchiefemaBe:

4.9532 Schiefe: 0.0375
4.0518 Schiefekoeffizient:  0.0258
4.8080
4.8002
5.0830

1.0255

1.4168

R. Friihwirth

Statistik



2.2.1 Beispiele

Statistik

Datensatz 1
R. Frithwirth 45 ; i

—— Mean
M — — — Median
40 ml —LMS
M — — —Shorth
351 HsM  H
30+ L = i
T 25t B
2
2.2.1 Beispiele j%

& 201 4
15f -
101 B

5+ 4
0 I m I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Datensatz 1: Mittelwert, Median, LMS, Shorth, HSM
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Statistik

R. Frithwirth

2.2.1 Beispiele

2.2.1 Beispiele

o LagemaBe:
Mittelwert:
Median:
LMS:
Shorth:
HSM:

@ StreuungsmaBe:
Standardabweichung:

Interquartilsdistanz:

Length of the Shorth:

o Datensatz 2: Datensatz 1 + Kontamination (100 Werte)

@ SchiefemaBe:

5.4343 Schiefe: 1.7696
5.0777 Schiefekoeffizient:  0.1046
5.1100
5.0740
4.9985

1.8959

1.6152

R. Friihwirth
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2.2.1 Beispiele

Statistik

Datensatz 2
R. Friihwirth 45

| —— Mean
i ~ — ~Median
L i H
40 I —LMS
I — — — Shorth
351 _ :* HSM
1 m
30 : n b
|
© 251 | b
=)
2.2.1 Beispiele E !
£ 201 : 4
|
151 | b
|
I
10F ! 1
I
|
5+ I -
|
I
o s plll o e
0 5 10 15

X

Datensatz 2: Mittelwert, Median, LMS, Shorth, HSM
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R. Frithwirth

2.2.1 Beispiele

2.2.1 Beispiele

o Datensatz 3: 50

o LagemaBe:
Mittelwert:
Median:
Modus:

@ StreuungsmaBe:

Standardabweichung:

Interquartilsdistanz:

Priifungsnoten

@ SchiefemaBe:

3.14 Schiefe: 0.0765
3 Schiefekoeffizient: 0
3

1.2

R. Friihwirth

Statistik



2.2.1 Beispiele

Statistik

R. Frithwirth

2.2.1 Beispiele

Haufigkeit
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2.3 Zweidimensionale Merkmale

Statistik

R. Frithwirth

2.3 Zweidimensionale
Merkmale

© Zweidimensionale Merkmale
o Qualitative Merkmale
@ Quantitative Merkmale
@ Empirische Korrelation

R. Friihwirth



2.3 Zweidimensionale Merkmale

S o Oft werden zwei oder mehr Merkmale eines Objekts gleichzeitig
beobachtet.

R. Frithwirth

@ Beispiele:
o KorpergréBe und Gewicht einer Person
2.3 Zweidimensionale o Alter und Einkommen einer Person
Merkmale o Schulbildung und Geschlecht einer Person

@ Der Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen gibt zusatzliche
Information.

R. Friihwirth Statistik



2.3.1 Qualitative Merkmale

Statistik

R. Frithwirth

2.3.1 Qualitative
Merkmale

© Zweidimensionale Merkmale
@ Qualitative Merkmale




2.3.1 Qualitative Merkmale

Statistik
@ Wir betrachten hier nur den Fall von zwei bindren Merkmalen A und

B.

o Die Haufigkeit des Eintretens von A und B kann in einer
Vierfeldertafel oder Kontingenztafel zusammengefasst werden.

R. Frithwirth

o Beispiel:

2.3.1 Qualitative

Merkmale A="Die Person ist weiblich*
B="Die Person ist Raucher/in"

o Vierfeldertafel fiir 1000 Personen:

B B
A | 228 372 | 600
A" | 136 264 | 400
364 636

R. Friihwirth Statistik



2.3.1 Qualitative Merkmale

Statistik

@ Allgemeiner Aufbau einer Vierfeldertafel:
R. Friihwirth

B B’
A | h(ANnB) h(ANB') | h(A)
A | (A NB) h(ANB)|hA)
2.3.1 Qualitative h(B) h(B/) n

Merkmale

@ Zeilen- und Spaltensummen sind die Haufigkeiten der Auspragungen
A, A" und B, B’

R. Friihwirth Statistik



2.3.1 Qualitative Merkmale

Statistik
@ Die Vierfeldertafel kann mittels Division durch n auf relative

R Frihwireh Haufigkeiten umgerechnet werden:

B B’

A fAnB) fAnB) | f(4)

A | JA'NB) [ANB) | f(A)
fB) 1B

@ Zeilen- und Spaltensummen sind die relativen Haufigkeiten der
Ausprigungen A, A’ und B, B’.

R. Friihwirth Statistik



2.3.1 Qualitative Merkmale

St @ Der Zusammenhang der beiden Merkmale kann durch die

R. Frithwirth . .
Vierfelderkorrelation gemessen werden:

Vierfelderkorrelation

f(ANB) - f(A)f(B)
A,B) =
B A ()1

@ Es gilt stets: —1 < p(A,B) <1
o Ist p(A, B) > 0, heiBen A und B positiv gekoppelt.
e Ist p(A, B) <0, heiBen A und B negativ gekoppelt.

R. Friihwirth Statistik



2.3.1 Qualitative Merkmale

Statistik

e Das Vorzeichen von p(A, B) gibt die Richtung der Koppelung an.

R. Frithwirth

@ Der Betrag von p(A, B) gibt die Stédrke der Koppelung an.
o Speziell gilt:

231 Qualitative A=B = p(A,B)=1
A=B = p(A7B) =-1

o Eine bestehende Koppelung ist kein Beweis fiir einen kausalen
Zusammenhang!

o Die Koppelung kann auch durch eine gemeinsame Ursache fiir beide
Merkmale entstehen.
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Statistik

R. Frithwirth

2.3.1 Quantitative
Merkmale

© Zweidimensionale Merkmale

@ Quantitative Merkmale




2.3.1 Quantitative Merkmale

Statistik
@ Bevorzugte Darstellung von zweidimensionalen Merkmalen:

Streudiagramm (Scatter Plot)

R. Frithwirth

o Jeder Punkt entspricht einem Objekt.

@ Die beobachteten Merkmale bestimmen die Position des Punktes in
der z-y-Ebene.

@ Mehrdimensionale Merkmale kénnen durch Histogramme und

2.3.1 Quantitative Streudiagramme dargestellt werden. Dabei geht natiirlich ein Teil der
erkmale N
Information verloren.

R. Friihwirth Statistik
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2.3.1 Quantitative
Merkmale

Gewicht (kg)

Datensatz 4

o Datensatz 4: KorpergréBe und Gewicht von 100 Personen

90

851

801

~
a

~
r=}

65-

55
140

@ MATLAB: make_dataset4

150 160 170
KorpergroRe (cm)

Streudiagramm

180

190
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2.3.1 Quantitative
Merkmale

2.3.1 Quantitative Merkmale

e Datensatz 5:
KorpergroBe, Gewicht und Alter von 100 Personen
Merkmal z1:  KdrpergréBe (in cm)
Merkmal z2:  Gewicht (in kg)
Merkmal z3:  Alter (in Jahren)

o MATLAB: make_datasetb

R. Friihwirth
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2.3.1 Quantitative
Merkmale

2.3.1 Quantitative Merkmale
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2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik

R. Frithwirth

2.3.1 Empirische 9 Zweidimensionale Merkmale

Korrelation

@ Empirische Korrelation




2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik
Eigenschaften des Streudiagramms

Q (z,7) ist der Mittelpunkt der Punktwolke.

@ Die Projektion der Punktwolke auf die x-Achse ergibt das
Punktediagramm der Datenliste x1, ..., Zx,.

© Die Projektion der Punktwolke auf die y-Achse ergibt das
Punktediagramm der Datenliste y1,...,Yn.

R. Frithwirth

Tt @ Aus dem Streudiagramm von Datensatz 4 ist ersichtlich, dass

Korrelation

tendenziell groBere KorpergroBe mit groBerem Gewicht einhergeht.

@ Zwischen den beiden Merkmalen x und y besteht offensichtlich ein
Zusammenhang, der auch intuitiv vollig klar ist.

R. Friihwirth Statistik



2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik

o Wir brauchen eine MaBzahl fiir diesen Zusammenhang.
R. Friihwirth

@ Eine niitzliche MaBzahl ist der empirische Korrelationskoeffizient.
@ Sei (z1,¥1),---,(Zn,Yn) eine bivariate Stichprobe.

@ Wir berechnen die Standardscores:

Ti — T Yi—y
Rw,i = s Ry, =
Sz Sy
2.3.1 Empirische @ Wir erinnern uns, dass
Korrelation
n n
52 = ! E (x; —z)° und s2 = ! E (yi —7)°
== P — I ; —
Top 4 Yoop 4
i=1 =1

@ Der empirische Korrelationskoeffizient ist der Mittelwert der
Produkte der Standardscores.

R. Friihwirth Statistik
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2.3.1 Empirische
Korrelation

2.3.1 Empirische Korrelation

Definition (Empirischer Korrelationskoeffizient)

Der empirische Korrelationskoeffizient r, ist definiert als

n
1 1
Tey = E E Zx,ily,i = E (Zz,lzy,l HFoooaF Zm,nzy,n)
=1

@ Es gilt immer:

R. Friihwirth
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2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik
Ty ist positiv, wenn viele Produkte positiv sind, d.h. viele Paare von

Standardscores das gleiche Vorzeichen haben.

R. Frithwirth

o Das ist der Fall, wenn die Paare der Standardscores vorwiegend im 1.
oder 3. Quadranten liegen.

@ x und y heiBen dann positiv korreliert.

@ 1.y ist negativ, wenn viele Produkte negativ sind, d.h. viele Paare
von Standscores verschiedene Vorzeichen haben.

ZIOEmalEchs @ Das ist der Fall, wenn die Paare der Standardscores vorwiegend im 2.
oder 4. Quadranten liegen.

e z und y heiBen dann negativ korreliert.
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2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik

@ Streudiagramm der Standardscores von Datensatz 4:
R. Friihwirth

Datensatz 4

2.3.1 Empirische
Korrelation

Standardscore des Gewichts
)

-4 -2 0 2 4
Standardscore der KorpergréR3e

o Offensichtlich sind = und y positiv korreliert, da die meisten Punkte
im 1. und 3. Quadranten liegen.

® 74y = 0.5562
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2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik
@ Eine positive Korrelation muss nicht unbedingt einen kausalen

Zusammenhang bedeuten.

R. Frithwirth

@ Die positive Korrelation kann auch durch eine gemeinsame Ursache
oder einen parallel laufenden Trend verursacht sein.

Zwischen der Kinderzahl und der Anzahl der Stérche in Osterreich in den
2.3.1 Empirische letzten 30 Jahren besteht eine positive Korrelation. Warum?

Korrelation

| A

Beispiel

Zwischen dem Butterpreis und dem Brotpreis der letzten 20 Jahre besteht
eine positive Korrelation. Warum?
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2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik
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2.3.1 Empirische
Korrelation

-4
-4

Standardscores mit verschiedenen Korrelationskoeffizienten
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2.3.1 Empirische Korrelation

Statistik . . . .
@ Der Korrelationskoeffizient misst die Korrelation der Daten.

R. Friihwirth
@ Die Korrelation gibt die Bindung der Punktwolke an eine steigende

oder fallende Gerade, die Hauptachse an.
o Die Korrelation gibt also das AusmaB der linearen Koppelung an.

@ Besteht zwischen x und y ein starker, aber nichtlinearer
Zusammenhang, kann die Korrelation trotzdem sehr klein sein.

2.3.1 Empirische
Korrelation

R. Friihwirth Statistik
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2.3.1 Empirische
Korrelation

2.3.1 Empirische Korrelation

4
r. =—0.00168

xy__

R. Friihwirth

4
r._=0.00987
xy

.

Nichtlinearer Zusammenhang zwischen = und y
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Teil 3

Wahrscheinlichkeiten
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Teil 3: Wahrscheinlichkeiten

Statistik
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@ Einleitung

© Wahrscheinlichkeit

© Bedingte Wahrscheinlichkeit
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3.1 Einleitung

Statistik

R. Frithwirth

3.1 Einleitung

@ Einleitung
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3.1 Einleitung

Statistik
@ Der konkrete Ausgang eines Experiments kann im Allgemeinen nicht

R. Friihwirth
genau vorausgesagt werden.

3.1 Einleitung

@ Die moglichen Ausginge sind jedoch bekannt.

o Ziel der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es, den Ereignissen im
Kontext des Experiments Wahrscheinlichkeiten zuzuweisen.

@ Zwei Interpretationen der Wahrscheinlichkeit sind méglich.

R. Friihwirth Statistik



3.1 Einleitung

Statistik
o i Haufigkeitsinterpretation

8.1 Einleitung @ Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist die relative Haufigkeit,
wenn das Experiment sehr oft unter den gleichen Bedingungen
wiederholt wird.

o Die darauf basierende Statistik wird , frequentistisch” genannt.

Beispiel

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses e; = {1} beim Wiirfeln ist der
Grenzwert der Haufigkeit fiir eine groBe Zahl von Wiirfen.

R. Friihwirth Statistik



3.1 Einleitung

Statistik

R. Frithwirth Subjektive Interpretation

3.1 Einleitung

@ Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist eine Aussage iiber den
Glauben der Person, die die Wahrscheinlichkeit angibt.

o Die darauf basierende Statistik wird , bayesianisch* genannt.

Beispiel

,,Die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet, ist 40 Prozent" ist eine
Aussage iiber den Glauben der Person, die diese Aussage tatigt.
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3.1 Einleitung

Statistik .
@ In der Praxis ist der Ubergang zwischen den beiden Ansitzen oft

flieBend.

@ In vielen Fillen sind die Resultate identisch, nur die Interpretation ist
verschieden.

R. Frithwirth

3.1 Einleitung

o Der bayesianische Ansatz ist umfassender und flexibler.

@ Der frequentistische Ansatz ist meist einfacher, aber beschrankter.
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3.2 Wahrscheinlichkeit

Statistik

R. Frithwirth

3.2 Wahrscheinlichkeit

© Wahrscheinlichkeit
@ WabhrscheinlichkeitsmaBe
o Gesetz der groBen Zahlen

@ Kombinatorik

R. Friihwirth



3.2.1 WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistik

R. Frithwirth

3.2.1 Wahrscheinlich-
keitsmaBe

© Wahrscheinlichkeit
@ WahrscheinlichkeitsmaBe
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3.2.1 WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistik

Definition (WahrscheinlichkeitsmaB)

R. Friihwirth
Es sei X eine Ereignisalgebra, A und B Ereignisse in X, und W eine
Abbildung von X in R. W heiBt ein WahrscheinlichkeitsmaB, wenn

3.2.1 Wahrscheinlich- gilt:
KeitsmaBe

1. Positivitat: W(A) >0, VAe X
2. Additivitdit: ANB=0 =

W(AUB) =W(A)+ W(B)
3. Normierung: W (1) =1

W wird auch als Wahrscheinlichkeitsverteilung bezeichnet.

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)

Ist 33 eine Ereignisalgebra und W ein WahrscheinlichkeitsmaB, so heilt
Y normiert, und das Paar (X, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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3.2.1 WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistik
— Rechengesetze fiir Wahrscheinlichkeit
4 rithwirth

Ist (X, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so gilt:

Q@ W(0)=0

i Q@ W) <1, VAex

Q@ WA)=1-W(A), VAe X

Q@ ACB = W(A) <W(B), VA,BeX

@ WAUB)=W(A)+W(B)-W(ANB), VA,Be X

@ Hat X hdchstens abzihlbar viele Elementarereignisse {e; | i € I},
soist 3 .., Wi(ei) = 1.
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3.2.1 WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistik

In einer diskreten Ereignisalgebra ist die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse, deren U-Verbindung es ist.

R. Frithwirth

421 Wanrecheiicn. @ Dabher ist ein WahrscheinlichkeitsmaB durch die Werte, die es den
keitsmaBe Elementarereignissen zuordnet, eindeutig bestimmt.

@ Andererseits kann jede positive Funktion, die auf der Menge der
Elementarereignisse definiert ist und Punkt 6 erfiillt, eindeutig zu
einem WahrscheinlichkeitsmaB fortgesetzt werden.

@ Man kann also auf einer diskreten Ereignisalgebra 3 unendlich viele
Verteilungen definieren.
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3.2.1 WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistik

@ In einer kontinuierlichen Ereignisalgebra ist die Wahrscheinlichkeit

R. Friihwirth . . . .
jedes Elementarereignisses gleich 0.

@ Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann daher nicht mehr

" durch Summation ermittlet werden.
3.2.1 Wahrscheinlich-
keitsmaBe

o Statt dessen wird eine Dichtefunktion f(x) angegeben, die jedem
Elementarereignis = einen nichtnegativen Wert f(z) zuordnet.

@ Die Dichtefunktion muss normiert sein:

/Rf(a:)d:c =1

o Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A wird durch Integration
tiber die Dichte ermittelt:

W(A):/Af(w)dx

@ Die Dichte muss so beschaffen sein, dass das Integral fiir alle
zugelassenen Ereignisse existiert.
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3.2.1 Gesetz der groBen Zahlen

Statistik

R. Frithwirth

3.2.1 Gesetz der groBen
Zahlen

© Wahrscheinlichkeit

o Gesetz der groBen Zahlen

R. Friihwirth
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3.2.1 Gesetz der groBen Zahlen

Statistik

@ Betrachten einfaches Zufallsexperiment: Miinzwurf
@ Zwei mogliche Ergebnisse: Kopf (K), Zahl (Z2)

@ Annahme: Miinze symmetrisch, K und Z gleichwahrscheinlich

R. Frithwirth

o Experiment wird n-mal wiederholt
3.2.1 Gesetz der groBen

2l n ho(K) | fn(K) | |fo(K)—0.5|
10 6|06 0.1
100 51 | 0.51 0.01
500 252 | 0.504 0.004
1000 488 | 0.488 0.012
5000 2533 | 0.5066 | 0.0066

Haufigkeitstabelle

o MATLAB: make_coin
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3.2.1 Gesetz der groBen Zahlen

Statistik

R. Frithwirth

3.2.1 Gesetz der groBen
Zahlen

100 200 300 400
n
Entwicklung der relativen Haufigkeit von K
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3.2.1 Gesetz der groBen Zahlen

Statistik
o @ Die relative Hiufigkeit des Ereignisses K scheint gegen den

R. Frithwirth
Grenzwert 0.5 zu streben.

@ Dieser Grenzwert wird als die Wahrscheinlichkeit W (K) bezeichnet.

3.2.1 Gesetz der groBen
Zahlen

Empirisches Gesetz der groBen Zahlen

lim fo(K) = W(K)

n—o0

@ Das mathematische Problem dieser Definition liegt darin, dass die
Existenz des Grenzwerts von vornherein nicht einzusehen ist und im
klassisch analytischen Sinn tatsichlich nicht gegeben sein muss,
sondern nur in einem weiteren, statistischen Sinn.
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3.2.1 Kombinatorik

Statistik

R. Frithwirth

3.2.1 Kombinatorik e Wahrscheinlichkeit

@ Kombinatorik
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3.2.1 Kombinatorik

Statistik
o o Haufig ist es auf Grund von Symmetrieiiberlegungen méglich, die

R. Frithwirth . . . FNT
Elementarereignisse als gleichwahrscheinlich anzusehen.

@ Dies ist natiirlich nur sinnvoll fiir endlich viele Elementarereignisse.

@ Diese Annahme entspricht nur in seltenen Fillen der physikalischen
Realitdt und muss im Zweifelsfall durch das Experiment iiberpriift
3.2.1 Kombinatorik werden.

@ Sind alle m Elementarereignisse gleichwahrscheinlich, gilt:

W(el) =W(e2) =...=W(em) = %
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3.2.1 Kombinatorik

Statistik
o Fiir ein Ereignis A, das sich aus g Elementarereignissen

R. Frithwirth .
zusammensetzt, gilt:

Regel von Laplace

W(A) = %

3.2.1 Kombinatorik

o Die Wahrscheinlichkeit von A ist die Anzahl der , giinstigen” durch
die Anzahl der , méglichen” Fille.

@ Die Abzihlung der giinstigen und moglichen Falle erfordert oft
kombinatorische Methoden.
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3.2.1 Kombinatorik

Statistik

Definition (Variation)

R. Frithwirth
Es sei M eine Menge mit n Elementen. Eine geordnete Folge von k
verschiedenen Elementen von M heiBt eine Variation von n
Elementen zur k-ten Klasse.

3.2.1 Kombinatorik o Es gibt

Vk":m:n-(n—l)...(n—k—l-l)

solcher Variationen.

o Fiir den Sonderfall £k = n sieht man, dass sich die n Elemente der
Menge M auf
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3.2.1 Kombinatorik

Statistik

Definition (Kombination)
R. Frithwirth

Sei M wieder eine Menge mit n Elementen. Eine k-elementige
Teilmenge von M heit eine Kombination von n Elementen zur k-ten
Klasse.

2.1 Kombinatorik . n ! . .
321 Kombinatorik o Es gibt C} = (:) = m solcher Kombinationen.

e C} wird auch als Binomialkoeffizient bezeichnet.

o Die Binomialkoeffizienten kénnen im sogenannten Pascal’'schen
Dreieck angeordnedt werden:

()-G2)-()
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3.2.1 Kombinatorik

Statistik
o Wie aus der Definition der Kombination folgt, ist die Summe aller
o Oy, 0 <k < n, fiir festes n gleich der Anzahl aller Teilmengen

von M:

3.2.1 Kombinatorik

Beispiel

Beim Roulette sind die Zahlen von 0 bis 36 als Ergebnis moglich.

@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich in einer Serie von zehn
Wiirfen keine Zahl wiederholt?

@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Serie von 37 Wiirfen
jede Zahl vorkommt?

R. Friihwirth Statistik




3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik

R. Frithwirth

3.3 Bedingte
Wabhrscheinlichkeit

© Bedingte Wahrscheinlichkeit

o Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit
o Satz von Bayes
@ Unabhéangigkeit
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Kopplung und
bedingte
Wahrscheinlichkeit

3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

© Bedingte Wahrscheinlichkeit

o Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit
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3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik

Wir betrachten jetzt zwei Ereignisse A und B, die bei einem

R. Friihwirth . . .
Experiment eintreten kdnnen.

o Frage: Besteht ein Zusammenhang zwischen den Ereignissen?
@ Ein solcher Zusammenhang wird Koppelung genannt.

251 Komplons und o Positive Koppelung: Je ofter A eintritt, desto Ofter tritt tendenziell
bedingte auch B ein.

Wahrscheinlichkeit
@ Negative Koppelung: Je 6fter A eintritt, desto seltener tritt
tendenziell auch B ein.

@ Quantifizierung von ,,oft" und ,selten” erfolgt durch
Haufigkeitstabelle.
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Kopplung und
bedingte
Wahrscheinlichkeit

3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

e Die Haufigkeit des Eintretens von A und B kann in einer

Vierfeldertafel oder Kontingenztafel zusammengefaBt werden.

o Beispiel:

A="Eine untersuchte Person ist weiblich"
B="Eine untersuchte Person hat Diabetes"

o Vierfeldertafel fiir 1000 Personen:

B B
A |19 526 | 545
A'| 26 429 | 455
45 955
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3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik
o @ Gewdhnliche relative Haufigkeiten werden auf den Umfang n des

R. Frithwirth
gesamten Datensatzes bezogen:

h(ANB
f(AnB)="MANB)
n
3.3.1 Kopplung und o Bedingte relative Haufigkeiten werden auf das Eintreten des
Wahresheinlichkeit anderen Merkmals bezogen:
h(ANB) f(ANB)
f(A|B) = =
W ="5m = im
o f(A|B) heiBt die bedingte relative Hiufigkeit von A unter der

Bedingung B.
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3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik

o Die Vierfeldertafel U gibt folgende bedingte relative Haufigkeiten:

R. Frithwirth

19 , 526
A|B) = — =0.422 A|lB') = — =0.551
JAIB) = 12 = 0422, J(AIB) =22
@ Es ist somit zu vermuten, dass die beiden Merkmale gekoppelt sind.
331 Kopplung und o f(A|B) > f(A) deutet auf eine positive Koppelung, f(A|B) < f(A)
Wahrscheinlichkeit auf eine negative Koppelung.
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3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik
@ Stammen die Daten aus einem Zufallsexperiment, dann besitzen die

o Ereigniskombinationen auch Wahrscheinlichkeiten.

@ Wahrscheinlichkeitstabelle:

gefij‘_lni(tzpplung und B B/
Wahrscheinlichkeit A W(A N B) W(A a Bl) W(A)
A | WA'NB) WA NB') | W(A)

W (B) W (B') 1

@ Nach dem empirischen Gesetz der groBen Zahl sind diese
Wahrscheinlichkeiten die Grenzwerte der entsprechenden relativen
Haufigkeiten.
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Kopplung und
bedingte
Wahrscheinlichkeit

3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

o Die bedingten relativen Haufigkeiten konvergieren fiir n — oo gegen
einen Grenzwert:
fa(AN B)
fm(AB)=———-—*>—>W(A|B) =
(AB) = T w(AlB)

W(AN B)
W (B)

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
W(ANB)

WAIB) = =7

heiBt die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung
B, sofern W (B) # 0.
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3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik

Beispiel (Der symmetrische Wiirfel)

R. Frithwirth

Ist ein Wiirfel véllig symmetrisch, werden den Elementarereignissen e; = {:}
gleiche Wahrscheinlichkeiten zugeordnet:

1 )
Wie)=-,1<i<6

g 1SS
3.3.1 Kopplung und . . . .
bedingte Wir definieren die folgenden Ereignisse:

Wahrscheinlichkeit
U ={1,3,5}, G={2,4,6}

Dann gilt zum Beispiel

W(el|U) = W‘(/[e/l(;)U) = x((el) _1
_ W(inG) _ Ww(0)
W(e1lG) = W@ - W@ =0
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3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik

Beispiel (Fortsetzung)

R. Frithwirth

W (Uler) = W(e1NU) _ W (e1) _
W(e1) W(e1)
2
: W(61U63|U):W((61U63)QU):W(81Ue3):7
3:3.1 Kopplung und w(U) w(U) 3
Wahrscheinlichkeit W((e1 Ues) NU W(e1 1
W(e1Uez|U) = « W(U)) ) = W((U)) = 3
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3.3.1 Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik

@ Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt sofort die

R. Frithwirth

Produktformel

W (AN B) = W(A|B)W (B) = W(B|A)W (A)

3.3.1 Kopplung und
bedingte
Wahrscheinlichkeit

und die Formel fiir die

Inverse Wahrscheinlichkeit

W(A|B)W (B)

W(BIA) = =570

o Beide Formeln gelten auch fiir relative Haufigkeiten!
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3.3.1 Satz von Bayes

Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Satz von Bayes

© Bedingte Wahrscheinlichkeit

o Satz von Bayes

R. Friihwirth K 139/482



3.3.1 Satz von Bayes

Statistik

Definition (Zerlegung)

R. Frithwirth

Die Ereignisse Bi, B2, ..., By, bilden eine Zerlegung der
Ergebnismenge 2, wenn gilt:

@ Unvereinbarkeit: B; N B; =0,i # j
@ Vollstandigkeit: B1 UBaU...U By, =

3.3.1 Satz von Bayes

Satz

Bilden die Ereignisse B1, Ba, ..., B, eine Zerlegung der
Ergebnismenge (2, dann gilt:

W (B1) + W (B2) + ...+ W(Bm) = W(Q) =1
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Satz von Bayes

3.3.1 Satz von

@ Essei By,...

Bayes

, Bm eine Zerlegung. Dann gilt:

Totale Wahrscheinlichkeit

W (A) = W(A|B1)W (B1) + . ..+ W(A|Bpn)W (Bn)

4

Ein Betrieb erzeugt Halogenleuchten mit 100W (35% der Produktion),
200W (45%) und 300W (20%). Nach einem Jahr sind noch 98% der
100W-Leuchten funktionsfihig, 96% der 200W-Leuchten, und 93% der
300W-Leuchten. Welcher Anteil an allen Leuchten ist nach einem Jahr noch

funktionsfahig?
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3.3.1 Satz von Bayes

Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Satz von Bayes

@ Essei By,...

, Bm eine Zerlegung. Dann gilt:

Satz von Bayes

w(Bl4) = VABITE)
B W (A|B)W (B;)

~ W(A|B1)W(B1) + ... + W(A|Bp)W (Bm)

e W (B;) wird die a-priori Wahrscheinlichkeit von B genannt,
W (B;|A) die a-posteriori Wahrscheinlichkeit.

R. Friihwirth
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Satz von Bayes

3.3.1 Satz von Bayes

Beispiel

Ein Betrieb kauft Bauteile von zwei Anbietern, wobei der Anteil des ersten
65% betragt. ErfahrungsgemiB ist der Ausschussanteil bei Anbieter 1 gleich
3% und bei Anbieter 2 gleich 4%.

@ Wie groB ist der totale Ausschussanteil?

@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein einwandfreier Bauteil von
Anbieter 2 kommt?

© Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein mangelhafter Bauteil von
Anbieter 1 kommt?
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3.3.1 Satz von Bayes

Statistik

Beispiel

R. Frithwirth

Ein Bauteil wird von vier Firmen geliefert, und zwar kommen 20% von
Firma 1, 30% von Firma 2, 35% von Firma 3, und 15% von Firma 4. Die
Wahrscheinlichkeit, dass der Bauteil im Testbetreib innerhalb von 24
Stunden ausfallt, ist 0.02 fiir Firma 1, 0.015 fiir Firma 2, 0.025 fiir Firma 3,
und 0.02 fiir Firma 4. Ein Bauteil fillt im Testbetrieb nach 16 Stunden aus.
Die Wahrscheinlichkeit, dass er von Firma 7 kommt, ist mittel des Satzes von
3.3.1 Satz von Bayes Bayes zZu berechnen.
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3.3.1 Unabhangigkeit

Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Unabhangigkeit

© Bedingte Wahrscheinlichkeit

@ Unabhéangigkeit

R. Friihwirth



3.3.1 Unabhangigkeit

Statistik

@ Zwei Ereignisse sind positiv gekoppelt, wenn
R. Friihwirth

W(A|B) > W(A) oder W(ANB)>W(AW(B)
@ Zwei Ereignisse sind negativ gekoppelt, wenn
W(A|B) < W(A) oder W(ANB) < W(A)W(B)

o Liegt weder positive noch negative Kopppelung vor, sind A und B
unabhangig.

3.3.1 Unabhangigkeit
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Unabhangigkeit

3.3.1 Unabhangigkeit

Definition (Unabhangigkeit)

Zwei Ereignisse A und B heiBen stochastisch unabhangig, wenn
W(ANB)=W(A)W(B)
Die Ereignisse A1, Az, ..., A, heiBen unabhingig, wenn gilt:
WALIN...NA) =W(A1) ... - W(A,)

Dazu geniigt nicht, dass je zwei Ereignisse A; und A; paarweise
unabhangig sind!
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Unabhangigkeit

3.3.1 Unabhangigkeit

Beispiel
Wir betrachten den zweimaligen Wurf einer Miinze (Kopf/Zahl). Die
méglichen Ausginge sind Q = {KK,KZ, ZK,ZZ}. Ferner definieren wir
die Ereignisse:

E, ={KK,KZ}...Kopf beim ersten Wurf

Ey; ={KK,ZK}...Kopf beim zweiten Wurf

Es ={KK,ZZ}...Gerade Zahl von Kdpfen

Dann gilt fiir alle ¢ # j
1
W(E:NE;) = 7 = W(E:)  W(E;)

aber

= W(E1) - W(Ez) - W(E3)

1
*3

NI

W(E1 NEsN E3) =
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3.3.1 Unabhangigkeit

Statistik

e Sind A und B unabhingig, gilt W(A|B) = W(A) und
W(B|A) = W(B).

o Die Vierfeldertafel fiir zwei unabhingige Ereignisse:

3.3.1 Unabhangigkeit
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3.3.1 Unabhangigkeit

Statistik

o Die Koppelung kann durch die Vierfelderkorrelation gemessen
werden:

Vierfelderkorrelation

S, B) = WANB) - WAW(B)
VW(A)W (AW (B)W (B')

R. Frithwirth

3.3.1 Unabhangigkeit

Q@ -1<p(4,B)<1

@ p(A,B) =0 <= A und B unabhingig

@ p(A,B) >0 <= A und B positiv gekoppelt
Q p(A,B) <0 <= A und B negativ gekoppelt
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3.3.1 Unabhangigkeit

Statistik

e Das Vorzeichen von p(A, B) gibt die Richtung der Koppelung an.

R. Frithwirth

@ Der Betrag von p(A, B) gibt die Stédrke der Koppelung an.
o Speziell gilt:

A=B —s p(A,B) =1
A=B = p(A7B)=—1

3.3.1 Unabhangigkeit

o Eine bestehende Koppelung ist kein Beweis fiir einen kausalen
Zusammenhang!

o Die Koppelung kann auch durch eine gemeinsame Ursache fiir beide

Ereignisse entstehen.
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Statistik

R. Frithwirth

3.3.1 Unabhangigkeit

3.3.1 Unabhangigkeit

Zwei physikalische Ereignisse kénnen als unabhangig postuliert
werden, wenn zwischen ihnen keine wie immer geartete Verbindung
besteht, da dann das Eintreten des einen Ereignisses die
Wahrscheinlichkeit des anderen nicht beeinflussen kann.

o Zwei Elementarereignisse sind niemals unabhangig, da ihre
N-Verbindung stets das unmdogliche Ereignis ist.

@ Zwei Elementarereignisse sind sogar héchst ,,abhangig”, weil das
Eintreten des einen das Eintreten des anderen mit Sicherheit
ausschlieBt.

e Sind E; und E5 zwei unabhingige Ereignisse eines
Wahrscheinlichkeitsraumes (3, W), so sind auch Ey und E3, E{ und

E,, sowie Ef und E5 unabhingig.
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3.3.1 Unabhangigkeit

Statistik

— Beispiel (Wiederholung eines Alternativve

Die Ereignisalgebra hat 2™ Elementarereignisse, namlich die Folgen der Form
(i1,...,%n), 35 = 0 oder 1. Sind die Wiederholungen unabhangig, und
bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von 1, ist die
Wahrscheinlichkeit einer Folge

W({(i1, ..., in)}) = p* (L —p)" "

wo k bzw. n — k die Anzahl des Eintretens von 1 bzw. 0 angibt.

3.3.1 Unabhangigkeit
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3.3.1 Unabhangigkeit

Statistik Die Unabhangigkeit von zwei Ereignissen A und B kann anhand einer
R. Frithwirth Vierfeldertafel empirisch iiberpriift (getestet) werden. Es gilt die
folgende Regel:

Test der Unabhangigkeit

Hat eine Vierfeldertafel fiir A und B n Eintrdge und ist die
Vierfelderkorrelation gleich p, so wird die Annahme (Hypothese) der
Unabhéangigkeit von A und B abgelehnt, wenn

3.3.1 Unabhangigkeit

[vn - p| > 2

o Die Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung ist etwa 5%.

@ Mehr iiber das Testen von Hypothesen findet sich in Teil 7.
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Statistik
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Teil 4

Diskrete Verteilungen
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Teil 4: Diskrete Verteilungen

Statistik
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@ Grundbegriffe

© Ziehungsexperimente

© Zshlexperimente

R. Friihwirth
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4.1 Grundbegriffe

Statistik
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4.1 Grundbegriffe

© Grundbegriffe
o Diskrete Verteilungen
@ Erwartungswert und Varianz
o Zufallsvektoren
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4.1.1 Diskrete Verteilungen
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4.1.1 Diskrete Verteilungen

Statistik

o Diskrete Zufallsvariable sind entweder die beobachteten
Ausprdgungen eines kategorialen Merkmals oder das Resultat von
Zdhlvorgangen.

R. Frithwirth

4.1.1 Diskrete
Verteilungen @ In der physikalischen Praxis kommen beide Fille hiufig vor.

Beispiel

Die meisten instabilen Teilchen kdnnen auf viele verschiedene Arten
zerfallen. Wird jedem Zerfallsmodus eine natiirliche Zahl zugeordnet, ist
dadurch eine diskrete Zufallsvariable definiert. Wird in einer Stichprobe von
n Zerfallen die Haufigkeit eines bestimmten Zerfallskanals abgezahlt, ist
dadurch ebenfalls eine diskrete Zufallsvariable definiert.

Beispiel

Wird die Anzahl der Zerfille einer radioaktiven Quelle pro Zeiteinheit
gezahlt, ist dadurch eine diskrete Zufallsvariable definiert.
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4.1.1 Diskrete Verteilungen

Statistik

Im folgenden nehmen wir an, dass die Werte der diskreten
Zufallsvariablen X nichtnegative ganze Zahlen k£ € Ny sind.

R. Frithwirth

11 Dickrete @ Dies ist keine Einschréankung, weil jede abzdhlbare Menge von reellen
Vel Zahlen bijektiv auf (eine Teilmenge von) Ny abgebildet werden kann.

o Jede Teilmenge von Ny ist ein Ereignis.
Die Elementarereignisse sind {0}, {1}, {2},...

R. Friihwirth Statistik



4.1.1 Diskrete Verteilungen

S o Die Wahrscheinlichkeiten W ({k}) der Elementarereignisse konnen

als Werte einer Funktion fx angesehen werden:

4.1.1 Diskrete %% k enn z =k
Verteilungen fX (m) _ { X({ }())7 :\(/)nst x
bl

R. Frithwirth

Definition (Diskrete Dichtefunktion)

Die Funktion fx (k) wird als Wahrscheinlichkeitsfunktion oder auch
Dichte(funktion) der Zufallsvariablen X bezeichnet.

R. Friihwirth Statistik 161/482



Statistik

R. Frithwirth

4.1.1 Diskrete
Verteilungen

4.1.1 Diskrete Verteilungen

o Die Wahrscheinlichkeit Wx (E) eines Ereignisses E l3sst sich dann

mit Hilfe der Dichte fx von X berechnen:

Ist X eine diskrete Zufallsvariable, so ist die Verteilungsfunktion F'x

von X definiert durch:

Es gilt offenbar:

Wx(E) =Y fx(k)

keE

Definition (Diskrete Verteilungsfunktion)

Fx(zx) =W(X <z)

R. Friihwirth
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4.1.1 Diskrete Verteilungen
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Diskrete WKF Diskrete Verteilungsfunktion
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4.1.1 Diskrete
Verteilungen
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4.1.1 Diskrete
Verteilungen

4.1.1 Diskrete Verteilungen

Eigenschaften einer diskreten Verteilungsfunktion F'

@ F hat eine Sprungstelle in allen Punkten des Wertebereichs

@ Die Sprunghdhe im Punkt k ist gleich fx (k)

Q@ 0<F(z)<1, VzeR

Q z<y—= F(z) < F(y), Vo,y €R

Q lim, o F(z) =0; limy oo F(z) =1

@ Die Wahrscheinlichkeit, dass X in das Intervall (a, b] féllt, ist gleich
F(b) — F(a):
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4.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik

Definition (
R. Frithwirth

Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit der Dichte fx (z). Ferner sei
g : Ng — R eine beliebige Funktion. Man definiert Ex[g] = E[g(X)]

4.1.1 Erwartungswert dUrCh:
und Varianz

Erwartung)

Elg(X)] = > g(k)fx(k)

keNg

Ex[g] = E[g(X)] heiBt die Erwartung von g(X).

Definition (Erwartung einer Zufallsvariablen)

Ist g(k) = k, so heiBt E[g(X)] = E[X] die Erwartung oder der
Mittelwert von X.

E[X]= ) kfx(k)

keNg
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4.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik

o Der Mittelwert ist der Schwerpunkt der durch die Dichte definierten

o Massenverteilung.
@ Der Mittelwert kann als Lageparameter betrachtet werden.

95 ErE R o Der Mittelwert ist ein linearer Operator:

und Varianz
ElaX +b] =aE[X]+ D
E[Xl =+ X2] = E[Xl] + E[XQ]

Beispiel

Ist X das Ergebnis des Wurfs mit einem symmetrischen Wiirfel, so gilt:

6
1
E[X] = Zk~6 =35
k=1
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4.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik _—— n
Definition (Varianz)
R. Frithwirth

Die Varianz von X, bezeichnet mit var[X], ist definiert durch:

var[X] = E[(X — E[X])z]
= E[X?] - (E[x])*
= > (k—E[X])* fx(k)

kENg

4.1.1 Erwartungswert
und Varianz

Die Wurzel aus der Varianz heiBt die Standardabweichung von X,
bezeichnet mit o[X].

o Die Standardabweichung ist ein Skalenparameter, der die Breite der
Verteilung beschreibt.

o Die Standardabweichung hat die gleiche Dimension wie X.
o Esgilt:

var[aX + b] = a’var[X] und o[aX + b] = |a|o[X]

@ Varianz und Standardabweichung sind invariant gegen Translationen.
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4.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik

Beispiel
R. Frithwirth eSpe

Ist X das Ergebnis des Wurfs mit einem symmetrischen Wiirfel, so gilt:

J 1 35
4.1.1 Erwartungswert var[X] = Z(k - 35)2 . 6 = E = 2.9167

und Varianz =1

o[X] = /var[X] = 1.7078

R. Friihwirth Statistik 169/482



4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

R. Frithwirth

© Grundbegriffe

4.1.1 Zufallsvektoren

@ Zufallsvektoren

R. Friihwirth K 170/482



Statistik

R. Frithwirth

4.1.1 Zufallsvektoren

4.1.1 Zufallsvektoren

Definition (Diskreter Zufallsvektor)

Eine multivariate Zufallsvariable, deren n Komponenten diskrete
Zufallsvariable sind, heiBt ein n-dimensionaler diskreter Zufallsvektor.
w

Beispiel

Der Ausgang des Wurfs mit zwei Wiirfeln wird durch einen 2-dimensionalen
Zufallsvektor X = (X1, X2) beschrieben.

Beispiel

| A

Die Haufigkeiten in einer gruppierten Haufigkeitstabelle mit n Gruppen
bilden einen diskreten Zufallsvektor X = (X1,..., Xp).
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4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

. Definition (Dichtefunktion eines diskreten Zufallsvektors)

Die Funktion fx(k1,...,kn), die dem Ergebnis (k1,...,k,) seine
Wahrscheinlichkeit unter der Verteilung von X zuordnet, wird als
Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Dichte(funktion) des Zufallsvektors

4.1.1 Zufallsvektoren X bezeichnet:

fx(kl,...,kn) :Wx(kl,...,kn)
:W(Xlzklﬂ...ﬂXn:kn)

Definition (Randverteilung)

Es sei X = (X1,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor. Die Verteilung
einer Komponente X; heiBt die Randverteilung von X bzgl. X;. Die
Dichte von X; wird als Randdichte bezeichnet.

R. Friihwirth Statistik
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4.1.1 Zufallsvektoren

4.1.1 Zufallsvektoren

Berechnung der Randverteilung

Es sei X = (X1,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor. Die
Randverteilung der Komponente X; wird durch Summation 'iiber alle
tibrigen Komponenten berechnet:

fxi (k) =W(Xi=ki) =D > fx(k,..  kn)

j#i k; €Ny

Definition (Unabhingigkeit)

Es sei X = (X1, X2) ein diskreter Zufallsvektor mit der Dichte
fx (ki,k2). X1 und X5 heiBen unabhingig, wenn fiir alle (k1, k2) gilt:

fX(kl,kQ) = W(X1 =k NXs = kg)
= W(X1 = ki) W(Xz = ko)
= fx, (k1) - fx,(k2)

R. Friihwirth Statistik



4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

e Die Komponenten eines Zufallsvektors sind also unabhingig, wenn
ihre gemeinsame Dichte das Produkt der Randdichten ist.

R. Frithwirth

Erwartung eines Produkts

Sind X und X> unabhingig, gilt:

4.1.1 Zufallsvektoren

E[X: - X2] = E[X1] - E[X2]

Definition (Kovarianz)

Die Kovarianz von X; und X5, bezeichnet mit cov[X1, X2], ist
definiert durch:

COV[Xl,XQ] = E[(Xl — E[X]])(XQ — E[XQ])]
= E[X1X2] — E[X41]E[X2]

R. Friihwirth Statistik



4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

@ X; und X3 heiBen unkorreliert, wenn ihre Kovarianz gleich 0 ist.
R. Frithwirth

@ Unabhingige Zufallsvariable sind stets unkorreliert, jedoch brauchen
unkorrelierte Zufallsvariable nicht unabh&ngig zu sein.

Definition (Kovarianzmatrix)

Es sei X = (X1,...,X,) ein Zufallsvektor. Die Matrix C mit

4.1.1 Zufallsvektoren

Ci; = E[(X; — E[Xi])(X; — E[X;])]

heiBt die Varianz-Kovarianz- oder kurz Kovarianzmatrix von X.

o Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch und positiv (semi-)definit. Sie
enthélt in der Diagonale die Varianzen und neben der Diagonale die
paarweisen Kovarianzen aller Komponenten von X.

R. Friihwirth Statistik



4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik
Definition (Korrelationsmatrix)

Es sei X = (X4,...,Xn) ein Zufallsvektor. Die Matrix R mit

R. Frithwirth

Cij
sz = !

4.1.1 Zufallsvektoren V Viiig

heiBt die Korrelationsmatrix von X.

o Die Korrelationsmatrix ist symmetrisch und positiv (semi-)definit. Sie
enthalt in der Diagonale 1 und neben der Diagonale die paarweisen
Korrelationskoeffizienten p;; aller Komponenten von X.

R. Friihwirth Statistik



4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

Definition (Bedingte Dichte)

R. Frithwirth
Es sei X = (X1, X2) eine 2-dimensionale diskrete Zufallsvariable mit
der Dichte f(k1,k2) und den Randverteilungsdichten f1 (k1) bzw.
f2(k2). Die Funktion f(ki|k2), definiert durch:

S (K1, k2)
Ja(k2)

heiBt die durch X5 bedingte Dichte von X;.

4.1.1 Zufallsvektoren

fkilk2) =

@ Die bedingte Dichte ist fiir festes k2 die Dichte einer Verteilung, der
durch X2 = ko bedingten Verteilung von Xj;.

R. Friihwirth Statistik



4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik
Beispiel
R. Friihwirth

f(kl,kz) ko=1 ko=2 ko=3 ko=4 fl(kl)
k1 =1 0.080 0.070 0.094 0.090 | 0.334
k1 =2 0.102 0.096 0.100 0.094 | 0.392
4.1.1 Zufallsvektoren k1 =3 0.078 0.066 0.058 0.072 | 0.274
fa(k2) 0.260 0.232 0.252 0.256 | 1.000

Die Randdichte von X ist in der rechten Randspalte zu sehen, die
Randdichte von X5 in der unteren Randzeile. Daher stammt iibrigens die
Bezeichnung ,, Randdichte".
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4.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

Beispiel (Fortsetzung)
Die bedingte Dichte fi2(k1|k2 = 2) von X1 bedingt durch X> = 2 ist gleich
der zweiten Spalte dividiert durch f2(2) = 0.232. Es gilt also:

fi2(k1 = 1]k2 = 2) = 0.3017,
4.1.1 Zufallsvektoren Fra(ky = 2|k = 2) = 0.4138,

fi2(ky = 3|k2 = 2) = 0.2845
Die bedingte Dichte f21(k2|k1 = 3) von X bedingt durch X1 = 3 ist gleich
der dritten Zeile dividiert durch f1(3) = 0.274. Es gilt also:

Jo1(k2 = 1|k1 = 3) = 0.2847,

fo1(k2 = 2| k1 = 3) = 0.2409,

fo1(ke = 3|k1 = 3) = 0.2117,

fo1(k2 = 4|k1 = 3) = 0.2628

R. Frithwirth
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4.2 Ziehungsexperimente

© Ziehungsexperimente
o Grundbegriffe
@ Ziehen mit Zuriicklegen
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4.2.1 Grundbegriffe

Statistik

@ Viele Experimente kdnnen so interpretiert werden, dass aus einer

= Grundgesamtheit eine Stichprobe von Objekten zufillig gezogen wird.

o Es wird dann abgezihlt, wieviel der gezogenen Objekte eine gewisse
Eigenschaft haben.

4.2.1 Grundbegriffe
@ Wir nennen ein solches Experiment ein Ziehungsexperiment.

e Einmal gezogene Objekte kdnnen zuriickgelegt werden,
d.h. wiederverwendet werden, oder nicht.

R. Friihwirth Statistik
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4.2.1 Ziehen mit
Zuriicklegen
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4.2.1 Ziehen mit Zuriicklegen

Statistik
"]
R. Friihwirth

"]
("]
4.2.1 Ziehen mit
Zuriicklegen
]
"]

Wir gehen von einer Grundgesamtheit mit beliebiger GroBe aus.

Der Anteil der Objekte mit einer gewissen Eigenschaft E
(Merkmalstréger) ist gleich p.

Es werden n Objekte zufillig gezogen, wobei ein gezogenes Objekte
wieder zuriickgelegt wird.

Bei jeder Ziehung hat jedes Objekt die gleiche Wahrscheinlichkeit,
gezogen zu werden.

Die Anzahl der gezogenen Objekte mit der Eigenschaft E ist eine
diskrete Zufallsvariable X.

Die Verteilung von X wird Binomialverteilung Bi(n, p) genannt.

R. Friihwirth Statistik
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4.2.1 Ziehen mit
Zuriicklegen

4.2.1 Ziehen mit Zuriicklegen

Dichte der Binomialverteilung

Die Dichte der Binomialverteilung Bi(n, p) lautet:

fk) = (Z) pPPA—p)" ", 0<k<n

V.

Erwartung und Varianz

Es sei X ~ Bi(n,p). Dann gilt
EX]=np

und

var[X] = np(1 - p)

R. Friihwirth Statistik



4.2.1 Ziehen mit Zuriicklegen

Statistik
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4.2.1 Ziehen mit Zuriicklegen

Statistik

Beispiel

R. Frithwirth

Sie ziehen aus einer Lieferung von Bauteilen eine Stichprobe vom Umfang
n = 50 (mit Zuriicklegen). Sie wissen aus Erfahrung, dass 1.5% der Bauteile
fehlerhaft sind. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, in der Stichprobe

4.2.1 Ziehen mit hoéchstens einen fehlerhaften Bauteil zu finden.

Zuriicklegen

Losung:
W(X <1)=f(0)+ f(1) =

=1-0.015% - 0.985%° + 50 - 0.015" - 0.985%° ~

~ 0.8273
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4.2.1 Ziehen mit Zuriicklegen

Statistik

@ Ist der Anteil der Merkmalstrdger p unbekannt, kann eine

R. Friihwirth -
Beobachtung von X dazu verwendet werden, um p zu schatzen.

@ Sei m der beobachtete Wert von X. Wir schitzen dann p durch

3

4.2.1 Ziehen mit p=—
Zuriicklegen

@ Die Erwartung von p ist dann gleich

EX] _

E[p] =

@ Der Schitzer p ist also unverzerrt.

p
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4.2.1 Ziehen mit
Zuriicklegen

4.2.1 Ziehen mit Zuriicklegen

@ Die Varianz von p ist gleich

var[f] = va;[j(] _ np(ilz— p) _ p(ln— P)

@ Die Varianz ist also verkehrt proportional zur StichprobengroBe.

@ Da der wahre Wert von p nicht bekannt ist, wird er durch den
Schatzwert ersetzt:

var[p] = Ll —P)

@ Mehr tiber Schiatzung in Kapitel 5!
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4.2.1 Ziehen ohne . .
Zuriicklegen © Ziehungsexperimente
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4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik
@ Wir gehen von einer endlichen Grundgesamtheit der GréBe N aus.

R. Frithwirth

@ Von diesen haben M Objekte eine gewisse Eigenschaft £
(Merkmalstréger).

o Es werden n Objekte zufillig gezogen, wobei einmal gezogene
Objekte nicht zuriickgelegt werden.

4.2.1 Ziehen ohne

Zuriicklegen @ Bei jeder Ziehung hat jedes verbleibende Objekt die gleiche
Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden.

o Die Anzahl der gezogenen Objekte mit der Eigenschaft E ist eine
diskrete Zufallsvariable X.

o Die Verteilung von X wird hypergeometrische Verteilung
Hy(N, M, n) genannt.

R. Friihwirth Statistik



4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

— Dichte der hypergeometrischen Verteilung

Die Dichte der hypergeometrischen Verteilung lautet:

M\ (N-M
m n—m
4.2.1 Ziehen ohne f(m) = ———<—>, 0<m <min(n, M)

b
Zuriicklegen N
n
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4.2.1 Ziehen ohne
Zuriicklegen

4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Beispiel
In einer Lieferung von N = 1000 Widerstanden sind M = 20 Stiick defekt.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe vom Umfang n = 50

mehr als 2 defekte Stiicke vorzufinden, wenn ohne Zuriicklegen gezogen
wird?

Losung:

WX >2)=1-W(X <2)=1-(f(0)+ f(1) + £(2)) =

B)E) O G

1000 1000 1000
50 50 50

= 0.0736

R. Friihwirth
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4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

Beispiel

R. Frithwirth

Beim Lottospiel werden n = 6 Zahlen ohne Zuriicklegen aus einer
Grundgesamtheit von N = 45 Zahlen gezogen. Es gibt M = 6
Merkmalstrager, namlich die Zahlen, auf die Sie gesetzt haben. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit eines Vierers, d.h. X = 47

<6> <39>
1)\ 2
W(X = 4) ~ - = 00014

4.2.1 Ziehen ohne
Zuriicklegen

Losung:

6
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4.2.1 Ziehen ohne
Zuriicklegen

4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Erwartung und Varianz

Es sei X ~ Hy(N, M,n). Dann gilt

Elx] = 27
var[X] = nM(N —n)(N — M)

N2(N —1)

Schreibt man p = M/N fiir den Anteil der Merkmalstriger in der

Grundgesamtheit, wird die Beziehung zur Binomialverteilung sichtbar:
E[X] =np

N —n

N-1

var[X] = np(1 - p)

Der Faktor %_T wird Endlichkeitskorrektur genannt.

R. Friihwirth
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4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

@ Ist die Anzahl der Merkmalstrager M unbekannt, kann eine

R. Friihwirth "
: Beobachtung von X dazu verwendet werden, um M zu schatzen.

@ Sei m der beobachtete Wert von X . Wir schitzen dann M durch

M=nN-T
n

4.2.1 Ziehen ohne
Zuriicklegen

@ Die Erwartung von M ist dann gleich

E[M]:NM:M
n

o Der Schitzer M ist also unverzerrt.
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4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

@ Die Varianz von M ist gleich
R. Friihwirth

~ o var[X]  M(N —n)(N—-M)
var[M] = N~ - o 2N = 1)

@ Die Varianz ist also verkehrt proportional zur StichprobengréBe.

Son e o Da der wahre Wert von M nicht bekannt ist, wird er durch den
Schatzwert ersetzt:
var[X]  M(N —n)(N — M)

M] ~ N?. =
var[M] n? n(N —1)

R. Friihwirth Statistik



4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

Beispiel

R. Frithwirth

Sie ziehen aus einer Lieferung von N = 1000 Widerstianden ohne
Zuriicklegen eine Stichprobe vom Umfang n = 50. Sie finden m = 4 defekte
Stiicke. Schatzen sie M und berechnen Sie die Standardabweichung der
Schatzung.

4.2.1 Ziehen ohne
Zuriicklegen

Losung:
W= 1000 - 4 — 80
50

~ 80 - 950 - 920
var[M] ~ — 0 1399.80

o[M] ~ 37.4

Eine Faustregel besagt, dass der wahre Wert von M mit einer Sicherheit von
ca. 95% zwischen M — 20[M] und M + 20[M] liegt.

R. Friihwirth Statistik



4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

o Ist die GréBe der Grundgesamtheit N unbekannt, kann eine

R. Friihwirth -
: Beobachtung von X dazu verwendet werden, um N zu schatzen.

@ Sei m der beobachtete Wert von X . Wir schiatzen dann N durch

m
4.2.1 Ziehen ohne
Zuriicklegen

@ Die Erwartung von N ist dann ungefdhr gleich

I n

E[N]zM-m:N

o Der Schitzer M ist also nicht exakt erwartungstreu.

R. Friihwirth Statistik
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4.2.1 Ziehen ohne
Zuriicklegen

4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

e Die Varianz von N ist ungefdhr gleich

var[N] ~ N (JT\L]]\;(ZL\;QVS M)

@ Die Varianz ist also wieder verkehrt proportional zur
StichprobengroBe.

@ Da der wahre Wert von N nicht bekannt ist, wird er durch den
Schitzwert ersetzt:
RN —n) (N — M)

var[N] ~ WM(N 1)

R. Friihwirth Statistik



4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

Beispiel
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In einem Teich soll die GroBe des Fischbestandes geschatzt werden.
Zunichst werden M = 200 Fische gefangen, markiert, und wieder

freigesetzt. Nach einiger Zeit werden n = 100 Fische gefangen, von denen
m = 21 eine Markierung aufweisen. Schatzen sie N und berechnen Sie die

AL ST o Standardabweichung der Schatzung.

Zuriicklegen
Losung:

- 200 - 100

N=———~~952

21
- 9522.852.752
var[N] & ————  ~ 30530
100 - 200 - 951

o[N] =~ 175
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4.2.1 Ziehen ohne Zuriicklegen

Statistik

Beispiel

R. Frithwirth

Wir kénnen die Qualitit der Schatzung durch ein Simulationsexperiment
nachpriifen. Die Abbildung zeigt die Haufigkeitsverteilung von N fiir 10000
Experimente mit N = 952, M = 200, n = 100.

4.2.1 Ziehen ohne 2500 . : .

Zuriicklegen

2000 p=987.25
0=196.38

1000 1500 2000 2500
Estimated N
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4.3 Zahlexperimente

Statistik

R. Frithwirth

4.3 Zihlexperimente

© Zshlexperimente
o Der Alternativversuch
@ Die Poissonverteilung
@ Die Multinomialverteilung




4.3.1 Der Alternativversuch

Statistik

R. Frithwirth

4.3.1 Der
Alternativversuch

© Zshlexperimente
@ Der Alternativversuch




4.3.1 Der Alternativversuch

Statistik i .
Ein Versuch mit nur zwei méglichen Ausgangen heiBt ein

R. Friihwirth . . .
‘ Alternativversuch oder Bernoulliexperiment.

@ Die beiden Ausginge werden oft als Erfolg bzw. Misserfolg
bezeichnet.

43.1 Der o Es sei die Wahrscheinlichkeit eines Erfolgs gleich p.

Alternativversuch

o Wird der Versuch n-mal unabhingig wiederholt, und bezeichnet X
die Anzahl der Erfolge in n Versuchen, dann ist X
binomialverteilt gemiB Bi(n, p).

R. Friihwirth Statistik



4.3.1 Die Poissonverteilung

Statistik

R. Frithwirth

4.3.1 Die
Poissonverteilung

© Zshlexperimente

@ Die Poissonverteilung




4.3.1 Die Poissonverteilung

Statistik

o Die Poissonverteilung Po()) entsteht aus der Binomialverteilung
durch den Grenziibergang n — oo unter der Bedingung n - p = .

R. Friihwirth
@ Das klassische Beispiel einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen ist die
Anzahl X der Zerfille pro Zeiteinheit in einer radioaktiven Quelle.

o Allgemein gilt: Ist die Wartezeit zwischen zwei Ereignissen eines

43.1 Die Zufallsprozesses exponentialverteilt, so ist die Anzahl der Ereignisse
Poi: il . . . .
oissenverteiline pro Zeiteinheit Poisson-verteilt .

R. Friihwirth Statistik



4.3.1 Die Poissonverteilung

Statistik @ Die Dichte der Poissonverteilung folgt aus der Berechnung des

R. Frithwirth Grenzwertes:

fk)

4.3.1 Die
Poissonverteilung
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Statistik
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Poissonverteilung

4.3.1 Die Poissonverteilung

0.2

0

‘ ‘ | 1 0 I ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8 9
k k
0.2
Po(5; Po(10;
(5) 015 (10)
=2
s o1
‘ ‘ - “ “
1 L. 0 ||| ||I|.
0 5 10 15 0 5 10 15 20
k k
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4.3.1 Die Poissonverteilung

Statistik

Erwartung und Varianz

Es sei X ~ Po(A). Dann gilt

R. Frithwirth

E[X] = A
var[X] = A

4.3.1 Die
Poissonverteilung

Ist der Mittelwert A unbekannt, kdnnen Beobachtungen von X dazu
verwendet werden, um A zu schatzen.

@ Seien ki,...,k, die beobachtete Werte von X. Wir schitzen dann A
durch
N = Z:L:I ki
n

o Die Erwartung von X ist dann gleich

i1 E[XG]

E[\] = == =
(A "

Der Schitzer ) ist also unverzerrt.

R. Friihwirth Statistik



4.3.1 Die Poissonverteilung

Statistik

o Die Varianz von X ist gleich

R. Frithwirth
~ ’n. XZ
var[A] = iz varlXi] er[ ] _A
n n

o Die Varianz ist also verkehrt proportional zur StichprobengréBe.

4.3.1 Die
Poissonverteilung

R. Friihwirth
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4.3.1 Die Multinomialverteilung

Statistik
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4.3.1 Die
Multinomialverteilung

© Zshlexperimente

@ Die Multinomialverteilung




4.3.1 Die Multinomialverteilung

Statistik
@ Der Alternativversuch kann dahingehend verallgemeinert werden,

R. Frithwirth

dass man nicht nur zwei, sondern d Ausginge e1,...,eq zuldsst,
denen die Wahrscheinlichkeiten p1, ..., pq zugeordnet werden, die nur
d
> pi=1
i=1
4.3.1 Die erfiillen miissen.

Multinomialverteilung
e Fiihrt man den verallgemeinerten Alternativversuch n-mal durch,
so sind die Elementarereignisse die Folgen der Form:

(eil,...,ein), 1§2] Sd
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4.3.1 Die Multinomialverteilung

Statistik
e @ Sind die n Teilversuche unabhingig, gilt:
R. Friihwirth
n n d
W(eiu v 7ein) = H W(eij) = Hpij = szh
j=1 i=1

j=1

wobei n; die Anzahl des Eintretens von e; ist. Die Summe der n; ist

daher n.
[ o Der -dimensionale Zufallsvektor X = (X1, ..., X4) bildet die Folge
(eiyy--.,€s,) auf den Vektor (n1,...,nq) ab. Dabei werden

n!/(n1! - nq!) Folgen auf den gleichen Vektor abgebildet.
@ Die Dichte von X lautet daher:

| d d d
- n! n; _ _1
f(n1,...,nd)—7n' o ||pi, E n; =mn, E pi =
1l...ng! o =

i=1
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Statistik

R. Frithwirth

4.3.1 Die
Multinomialverteilung

4.3.1 Die Multinomialverteilung

Die Verteilung von X wird als Multinomialverteilung mit den
Parametern n und p1, ..., p4 bezeichnet: Wx = Mu(n, p1,...,pq)
Das klassische Beispiel eines multinomialverteilten Zufallsvektors ist
das Histogramm (gruppierte Haufigkeitsverteilung), das zur
graphischen Darstellung der (absoluten) experimentellen Haufigkeit
verwendet wird.

X ist die Anzahl der Fille, in denen die Zufallsvariable Y, das
experimentelle Ergebnis, in Gruppe 1 fallt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Y in Gruppe i fillt, sei gleich p;.

Werden in das Histogramm n Ergebnisse eingefiillt, so sind die
Gruppeninhalte (X1, ..., X4) multinomial nach Mu(n,p1,...,pd)
verteilt.

R. Friihwirth Statistik



4.3.1 Die Multinomialverteilung

Statistik

@ Ein Histogramm
R. Friihwirth

25

4.3.1 Die
Multinomialverteilung
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4.3.1 Die Multinomialverteilung

Statistik
Fiir jede Gruppe ¢ ist die Komponente X; binomialverteilt mit den

Parametern n und p;.

R. Frithwirth

@ Diese Verteilung ist also die Randverteilung von X bzgl. X;.
o Die Komponenten X; sind nicht unabhdngig voneinander, da ihre
Summe gleich n sein muss.
@ Die Dichte von X ist daher nicht das Produkt ihrer Randdichten.
s e Die Kovarianz von X; und X ist gleich cov[X;, X;] = —np:p;.
e Die Kovarianzmatrix C von X hat daher die folgende Form:
npi(1—pi), i=j
Cij = Siynp: —npip; =4 (1~ pé), 7
—npipj, iF#j

R. Friihwirth Statistik
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Teil 5

Stetige Verteilungen
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Teil 5: Stetige Verteilungen

Statistik
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© Grundbegriffe
© Gleichverteilung
e Exponentialverteilung
© Normalverteilung
© Weitere Verteilungen

@ Rechnen mit Verteilungen
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5.1 Grundbegriffe

Statistik

R. Friihwirth

© Grundbegriffe
o Stetige Verteilungen
o Erwartungswert und Varianz
o Zufallsvektoren

5.1 Grundbegriffe

R. Friihwirth



5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik

R. Frithwirth

© Grundbegriffe
5.1.1 Stetige o Stetige Verteilungen

Verteilungen
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5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik

@ Stetige Zufallsvariable sind meist das Resultat von Messungen.
R. Friihwirth

@ Der zufillige Charakter der Messungen kann mehrere Quellen haben:

301 S o Die fundamentale Zufilligkeit von quantenmechanischen
Verteilungen

Prozessen
o Unkenntnis des genauen Anfangszustands eines Systems
o Messfehler der Messapparatur

o Oft wirken mehrere Quellen zusammen.

Beispiel

Die Lebensdauer eines instabilen Teilchens ist prinzipiell zufillig
(exponentialverteilt); dazu kommt noch der Messfehler, der durch die
beschrankte Auflosung der Messapparatur verursacht wird.

R. Friihwirth Statistik



Statistik

R. Frithwirth

5.1.1 Stetige
Verteilungen

5.1.1 Stetige Verteilungen

Eine stetige Zufallsvariable X kann im Prinzip beliebige Werte
annehmen.

@ Als Ereignisse kommen vor allem Intervalle von reellen Zahlen in
Betracht, sowie Mengen, die man durch die Bildung von (abzihlbar
vielen) Durchschnitten und Vereinigungen aus Intervallen gewinnen
kann.

@ Im Folgenden ist die Ereignisalgebra & die Menge aller solcher
Teilmengen von R.

Die Ereignisalgebra hat iiberabzdhlbar viele Elementarereignisse.

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik
o o Es ist in diesem Fall nicht méglich, die Verteilung von X durch die

Wabhrscheinlichkeiten der Elementarereignisse zu spezifizieren.

R. Frithwirth

511 Stetige e Die Verteilung muss durch die Angabe einer (stetigen) Funktion
Vel erfolgen. Drei Moglichkeiten sind im Gebrauch:

o Dichtefunktion

o Verteilungsfunktion (Stammfunktion der Dichtefunktion)

o Charakteristische Funktion (Fouriertransformierte der
Dichtefunktion)

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik

Definition (Stetige Verteilungsfunktion)

R. Friihwirth
X sei eine stetige Zufallsvariable. Die Funktion Fx, definiert durch:

5.1.1 Stetige

Verteilungen Fx(z) =W(X <1z)

heiBt die Verteilungsfunktion von X . Die Wahrscheinlichkeit, dass X
in ein Intervall (z, 2 + Az] fallt, ist dann:

W(r <X <z+ Azx) = Fx(z+ Az) — Fx(z) = AFx.

R. Friihwirth Statistik



Statistik

R. Frithwirth

5.1.1 Stetige
Verteilungen

5.1.1 Stetige Verteilungen

Q@0<F(x)<1, VzeR
Q 11 <z = F(z1) < F(z2), Vz1,22 €R
Q lim,, o F(z) =0; limy—oo F(z) =1

Definition (Quantil)

Es sei Fx(x) eine stetige Verteilungsfunktion. Der Wert x,, fiir den
Fx(za)=a, 0<a<l
gilt, heiBt das a-Quantil der Verteilung von X. Die Funktion

r=Fx'(a), 0<a<1

heiBt die Quantilsfunktion der Verteilung von X.

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik

R. Frithwirth

Stetige Verteilungsfunktion Stetige Quantilsfunktion

5.1.1 Stetige
Verteilungen
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5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik

Definition (Quartil)

Die Quantile zu den Werten o = 0.25,0.5,0.75 heiBen Quartile. Das
5.1.1 Stetige Quantil zum Wert a = 0.5 heiBt Median der Verteilung.

Verteilungen

R. Frithwirth

@ Quantile kénnen auch fiir diskrete Verteilungen definiert werden,
jedoch sind sie dann meist nicht eindeutig.

Definition (Stetige Dichtefunktion)

Ist Fx differenzierbar, gilt nach dem Hauptsatz der Integralrechnung:
T2
Wi (@1 < X < 22) = Fx(22) — Fx(z1) = / el s
1
wobei fx(x) = Fi (z) ist. Die Ableitung der Verteilungsfunktion, die

Funktion fx, wird als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion oder wieder
kurz Dichte von X bezeichnet.

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik

R. Frithwirth

Stetige Dichtefunktion Stetige Verteilungsfunktion

5.1.1 Stetige
Verteilungen
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5.1.1 Stetige Verteilungen

Statistik

@ Die Wahrscheinlichkeit Wx eines beliebigen Ereignisses A € & lasst
sich leicht mit Hilfe der Dichte angeben:

R. Friihwirth
Sl Wi (A) = / Fx (2) do
A
@ Die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Punktes ist immer gleich 0:
Wx((e)) = [ fx(@)de =0
@ Daher ist auch

Wx (w1, 22]) = Wx (w1, 2)) = Wx ([w1, 22]).

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik
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© Grundbegriffe

5.1.1 Erwartungswert o Erwartungswert und Varianz

und Varianz

R. Friihwirth
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5.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik

Definition (
R. Frithwirth

Es sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte fx (z). Ferner sei
g eine beliebige stetige reelle oder komplexe Funktion. Man definiert
5.1.1 Erwartungswert Ex [g} = E[Q(X)] durch:

und Varianz

Erwartung)

E[g(X)] = / o(@) fx () dz

Ex[g] = E[g(X)] heiBt die Erwartung von g(X).

Definition (Erwartung einer Zufallsvariablen)

Ist g(z) = z, so heiBt E[g(X)] = E[X] die Erwartung oder der
Mittelwert von X.

E[X] = /Ra:f(x)dx

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik

Die Erwartung existiert nicht immer. Ein Beispiel ist die
Cauchy-Verteilung (T-Verteilung mit einem Freiheitsgrad) mit der
Dichte

R. Frithwirth

1
5.1.1 Erwartungswert f(m) o 71'(1 + .7:'2)

und Varianz

, x €R

@ Verschwindet die Dichte auBerhalb eines endlichen Intervalls, existiert
die Erwartung immer.

o Der Mittelwert kann als Lageparameter verwendet werden.

o Der Mittelwert ist der Schwerpunkt der durch die Dichte definierten
Massenverteilung.

o Der Mittelwert ist ein linearer Operator:

ElaX +b] =aE[X]+ b
E[X1 + X2] = E[X1] + E[X?]

e Sind X; und X3 unabhidngig, so gilt

E[X1X2] = E[X1] - E[X3]

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik

Definition (Varianz)
R. Frithwirth

Die Varianz von X, bezeichnet mit var[X], ist definiert durch:

5.1.1 Ervartungswert var[X] = E[(X — E[X])?] = /R(:r — E[X])? fx(z)dz

und Varianz

Die Wurzel aus der Varianz heiBt die Standardabweichung von X,
bezeichnet mit o[X].

o Die Standardabweichung ist ein Skalenparameter, der die Breite der
Verteilung beschreibt.

@ Die Standardabweichung hat die gleiche Dimension wie X.

o Es gilt:
var[aX + b] = a’var[X] und o[aX + b] = |a|o[X]

@ Varianz und Standardabweichung sind invariant gegen Translationen.

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Erwartungswert und Varianz

Statistik

@ Erwartung und Varianz sind Spezialfille eines allgemeineren Begriffs,

R. Frithwirth . . . .
ndmlich der des Moments einer Verteilung.

Definition (Momente)

5.1.1 Erwartungswert
und Varianz

Sei X eine Zufallsvariable. Die Erwartung von g(z) = (z — a)*, sofern
sie existiert, heit k-tes Moment von X um a. Das k-te Moment um
0 wird mit uj, bezeichnet. Das k-te Moment um den Erwartungswert

E[X] wird als zentrales Moment i, bezeichnet.

@ Die Erwartung ist das erste Moment um 0, die Varianz ist das zweite
zentrale Moment.

o Die zentralen Momente i1, ..., x kdnnen aus den Momenten um 0
Ui, ..., 1y berechnet werden, und umgekehrt.

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

R. Frithwirth

© Grundbegriffe

5.1.1 Zufallsvektoren o Zufallsvektoren
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5.1.1 Zufallsvektoren

Statistik
. Definition (Stetiger Zufallsvektor)
Eine multivariate Zufallsvariable, deren n Komponenten stetige
Zufallsvariable sind, heiBt ein n-dimensionaler stetiger Zufallsvektor.

5.1.1 Zufallsvektoren

Beispiel

Die gleichzeitige Messung von GréBe und Gewicht einer Person wird durch
einen 2-dimensionalen stetigen Zufallsvektor X = (X1, X2) beschrieben.

R. Friihwirth Statistik



Statistik

R. Frithwirth

5.1.1 Zufallsvektoren

5.1.1 Zufallsvektoren

Definition (Dichtefunktion eines stetigen Zufallsvektors

Jede nichtnegative Funktion fx(z1,...,2»), die auf 1 normiert ist, ist
die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion oder kurz Dichte eines
Zufallsvektors X . Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der
Verteilung von X ist dann gegeben durch das Integral:

Wx (A) = /Afx(:cl,...,a:n)dxl... dz,,

Definition (Randverteilung)

Es sei X = (X4,...,X,) ein stetiger Zufallsvektor. Die Verteilung
einer Komponente X; heiBt die Randverteilung von X bzgl. X;. Die
Dichte von X; wird als Randdichte bezeichnet.

R. Friihwirth Statistik



Statistik

R. Frithwirth

5.1.1 Zufallsvektoren

5.1.1 Zufallsvektoren

Berechnung der Randverteilung

Es sei X = (X1,...,X,) ein stetiger Zufallsvektor. Die Dichte der
Randverteilung von X bzgl. X; ist gegeben durch:

fl(xz)://fx($1,7xn)d.r1dxl_1d$z+1d$n
R R

Definition (Unabhingigkeit)

Es sei X = (X1, X2) ein stetiger Zufallsvektor mit der Dichte
fx(z1,2z2). X1 und X2 heiBen unabhdngig, wenn gilt:

fx(z1,22) = fi(z1) - f2(22)

R. Friihwirth Statistik



5.1.1 Zufallsvektoren

Statistik
e Die Komponenten eines Zufallsvektors sind also unabhingig, wenn

= ihre gemeinsame Dichte das Produkt der Randdichten ist.

Erwartung eines Produkts

Sind X7 und X5 unabhingig, gilt wieder:

5.1.1 Zufallsvektoren

E[X: - X2] = E[X1] - E[X2]

@ Die Definition der Kovarianz, der Korrelation und der
Kovarianzmatrix kdnnen unverdndert von diskreten auf stetige
Zufallsvektoren iibertragen werden.
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5.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

Definition (Bedingte Dichte)

R. Frithwirth

Es sei X = (X1, X2) ein stetiger Zufallsvektor mit der Dichte
f(z1,22) und den Randverteilungsdichten fi(z1) bzw. fa(z2). Die
Funktion fij2(21]z2), definiert durch:

f(z1,22)
fa2(x2)

heiBt die durch X5 bedingte Dichte von X;.

5.1.1 Zufallsvektoren

frz(@1|ze) = f2(2z2) >0

o Die bedingte Dichte ist fiir festes x> die Dichte eine Verteilung, der
durch X2 = x2 bedingten Verteilung von X;.
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5.1.1 Zufallsvektoren

Statistik

@ Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und der Satz von Bayes
kann auch fiir bedingte Dichten formuliert werden.

R. Frithwirth

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

fa(x2) :/f2\1(5€2|ﬂc1)f1($1)d$1

5.1.1 Zufallsvektoren

Satz von Bayes

z1|x2) = Jop (w2|z1) f1 (1)
fip2(z1|z2) = T fop (@salz1) f1 (1) da
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5.2 Gleichverteilung

Statistik
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5.2 Gleichverteilung

© Gleichverteilung
@ Dichte und Momente




5.2.1 Dichte und Momente

Statistik
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5.2.1 Dichte und
Momente © Gleichverteilung
@ Dichte und Momente
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5.2.1 Dichte und Momente

Statistik
e Die Gleichverteilung Un(a, b) ordnet allen Werten im Intervall [a, b]

die gleiche Wahrscheinlichkeit zu.

R. Frithwirth

Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung

Die Dichte der Gleichverteilung lautet:

5.2.1 Dichte und
Momente

1
b)=——I,
f(zla,b) = g——Ifa,t1 ()
Die Verteilungsfunktion lautet:

F(z|a,b) = min (1, max (0, (z — a)/(b — a)))
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5.2.1 Dichte und Momente

Statistik
Dichtefunktion der Gleichverteilung Un(0,1) Verteilungsfunktion der Gleichverteilung Un(0,1)
T 1.2 T

R. Frithwirth

5.2.1 Dichte und
Momente
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Statistik
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5.2.1 Dichte und
Momente

5.2.1 Dichte und Momente

Erwartung, Varianz und Median der Gleichverteilung

Es sei X gleichverteilt nach Un(a,b). Dann gilt:

a+b
2

EX] =
und
var[X] = %

Der Median der Verteilung ist gleich dem Mittelwert.
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5.3 Exponentialverteilung

Statistik
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5.3 Exponentialverteilung

e Exponentialverteilung
@ Dichte und Momente
@ Der Poissonprozess

R. Friihwirth
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5.3.1 Dichte und Momente

Statistik
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5.3.1 Dichte und
Momente

e Exponentialverteilung
@ Dichte und Momente
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5.3.1 Dichte und Momente

Statistik
o Die Exponentialverteilung Ex(7) ist die Wartezeitverteilung des

radioaktiven Zerfalls von Atomen und allgemein des Zerfalls von
Elementarteilchen.

R. Frithwirth

Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung

Momente Die Dichte der Exponentialverteilung lautet:

5.3.1 Dichte und

gy
flalr)=—e T I 00 (@)
Die Verteilungsfunktion lautet:

F(z|r) = (1 = e_x/f) T0,00) ()
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5.3.1 Dichte und Momente

Statistik
Dichtefunktion der Exponentialverteilung Ex(2) Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung Ex(2)

R. Frithwirth

5.3.1 Dichte und
Momente
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Statistik
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5.3.1 Dichte und
Momente

5.3.1 Dichte und Momente

Erwartung, Varianz und Median der Exponentialverteilung

Es sei X exponentialverteilt nach Ex(7). Dann gilt:

EX]=7

und
var[X] = 72
Der Median der Verteilung ist gleich
med[X] = 7In2

Er wird auch als Halbwertszeit bezeichnet.
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5.3.1 Der Poissonprozess

Statistik
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5.3.1 Der Poissonprozess

e Exponentialverteilung

@ Der Poissonprozess
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5.3.1 Der Poissonprozess

Statistik
@ Wir beobachten einen Prozess, bei dem gewisse Ereignisse zu

zufilligen Zeitpunkten eintreten.

R. Frithwirth

o Ist die Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheit unabhingig und
Poisson-verteilt gem3B Po(A), sprechen wir von einem
Poissonprozess mit Intensitat .

5.3.1 Der Poissonprozess
Eigenschaften eines Poissonprozesses

@ Die Anzahl der Ereignisse in einem Zeitintervall der Lange ¢ ist
Poisson-verteilt gem3B Po(At).

@ Die Wartezeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen ist
exponentialverteilt gemaB Ex(1/)).
© Sind die Wartezeiten eines Prozesses unabhiangig und

exponentialverteilt gemaB Ex(7), so ist der Prozess ein
Poissonprozess mit Intensitit A = 1/7.

R. Friihwirth Statistik



5.4 Normalverteilung

Statistik

R. Frithwirth

5.4 Normalverteilung

© Normalverteilung
o Dichte und Verteilungsfunktion
o Die Standardnormalverteilung
o Die multivariate Normalverteilung

R. Friihwirth
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5.4.1 Dichte und Verteilungsfunktion
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5.4.1 Dichte und
Verteilungsfunktion

© Normalverteilung
o Dichte und Verteilungsfunktion

R. Friihwirth
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5.4.1 Dichte und Verteilungsfunktion

Statistik
@ Die Dichte der Normalverteilung hangt von zwei Parametern p und

R. Friihwirth 2
o“ ab.

o Wir bezeichnen die Verteilung mit No(y, o?).

Dichte der Normalverteilung

DL it (T Die Dichte ist die bekannte Glockenkurve:

Verteilungsfunktion

1 _(@—w)?
e 202

ovV2rm
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5.4.1 Dichte und Verteilungsfunktion

Statistik

erteilur
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5.4.1 Dichte und
Verteilungsfunktion
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5.4.1 Dichte und Verteilungsfunktion

Statistik "
Erwartung und Varianz

R. Frithwirth
Es sei X normalverteilt nach No(u,o?). Dann gilt:
E[X]=p

und

5.4.1 Dichte und 2
Verteilungsfunktion Var[X] =0

@ Der Median und das Maximum ist bei x = u, die Wendepunkte der
Dichte bei x = u + 0.

@ Die halbe Breite auf halber Hshe (HWHM) ist gleich
ov2In2 ~ 1,1770.

R. Friihwirth Statistik



5.4.1 Die Stan

Statistik
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5.4.1 Die Standardnor-

malverteilung

normalverteilung

© Normalverteilung

o Die Standardnormalverteilung

R. Friihwirth
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5.4.1 Die Standardnormalverteilung

Stttk o Die Normalverteilung No(0,1) mit 41 =0 und o = 1 wird als

R. Friihwirth . .
: Standardnormalverteilung bezeichnet.

@ lhre Dichte lautet:

1 _=2
)= e 2
o) = 7

o Ist X normalverteilt gemiB No(u, 0?), so ist

5.4.1 Die Standardnor-

malverteilung
X—p
g

Z

standardnormalverteilt.

e Z wird als das Standardscore von X bezeichnet.
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5.4.1 Die Stan normalverteilung

Statistik
R. Friihwirth
f =039894
max
@ 0.3 B
T
€.l HWHM i
5.4.1 Die Standardnor- )
malverteilung
0.1r :
0 ‘ ‘
4 -3 -2 ) 0 1 2 3 4
(x-w/o

Eindimensionale Normalverteilung, gelber Bereich = 68.2%




5.4.1 Die Standardnormalverteilung

Statistik

o Ist X normalverteilt gemiB No(u, o?), gilt:

R. Frithwirth

W(X —pl>0) = 31.8%
WX —p| >20) = 4.6%
W(X —pl>30) = 02%

o Die Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung ist
5.4.1 Die Standardnor- .
Tl definiert durch:

@ Sie kann nicht durch elementare Funktionen ausgedriickt werden.
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5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

Statistik
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5.4.1 Die multivariate

Normalverteilung ° Normalverteilung

o Die multivariate Normalverteilung
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5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

Statistik

@ lhre Dichte lautet:

R. Frithwirth

@ V und V™! sind symmetrische positiv definite d x d-Matrizen.

@ Ist X normalverteilt gem3B No(u, V) und H eine m x d Matrix, so
ist Y = HX normalverteilt gemaB No(Hu, HVHT).
5.4.1 Die multivariate

Normalverteilung o Jede Randverteilung einer Normalverteilung ist wieder eine
Normalverteilung. Mittelwert und Matrix der Randverteilung
entstehen durch Streichen der Spalten und Zeilen der restlichen
Variablen.
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5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

Statistik
@ Jede bedingte Verteilung einer Normalverteilung ist wieder eine

R. Frithwirth .
Normalverteilung.

@ Ist X normalverteilt gem&B No(p, V), so kann V als positiv definite
symmetrische Matrix mittels einer orthogonalen Transformation auf
Diagonalform gebracht werden:

uvuT = Dp?

5.4.1 Die multvarate o Alle Digonalelemente von D? sind positiv. Die Zufallsvariable
lormalverteilung . . -
: Y =D 'U(X — p) ist dann standardnormalverteilt. Die Drehung U
heiBt Hauptachsentransformation.
o Ist Y standardnormalverteilt, so ist YTY x2-verteilt mit n
Freiheitsgraden.

R. Friihwirth Statistik 266/482



5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

S @ Fiir d =2 und p = 0 kann die Dichte folgendermaBen angeschrieben

R. Friihwirtt
S werden:

a3 2pxy ﬁ)]

1 1
X9, X1) = ————F——€Xp | — 57— |2 — 2227 4
f( 2 1) 2wo1094/1—p2 p |: 2(1-p%) (‘7% g1 92 o‘%

@ p=o012/(0102) ist der Korrelationskoeffizient. Sind X1 und X»
unkorreliert, also p = 0, folgt:

; - 1 1 [ a2 x2
R oerariate f(zo,m) = D——— {—5 <;§ + é = fi(x2) - fa(z1)

@ Zwei unkorrelierte normalverteilte Zufallsvariable mit gemeinsamer
Normalverteilung sind daher unabhdngig.
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5.4.1 Die multivariate
Normalverteilung

5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

R. Friihwirth
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5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

Statistik

o Die bedingte Dichte f(z2|z1) ist gegeben durch

woley) = L (@221)
f(@2|w1) )

_ 1 oxp | — 1 . _pmol 2
270y 1—p2 P 207 (1-p?) ’ 02

@ X5| X1 =z ist also eine normalverteilte Zufallsvariable mit der
5.4.1 Die multivariate
e Erwartung

R. Frithwirth

E[X2|X1] = pz101/02
E[X2|X1] heiBt die bedingte Erwartung,.

R. Friihwirth Statistik 269/482



5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

Statistik
Je nach Vorzeichen von p fillt oder wichst die bedingte Erwartung

von X5, wenn X7 wichst.

R. Frithwirth

e Ist p =1, sind X; und X proportional: Xo = X1 02/01.

@ Die Hoéhenschichtlinien der Dichtefunktion sind Ellipsen.

o Die Hauptachsentransformation ist jene Drehung, die die Ellipsen
in achsenparallele Lage bringt.

@ Sie héngt im Fall d = 2 nur von p ab. Ist p =0, sind X; und X»
o Ao e i bereits unabhingig, und der Drehwinkel ist gleich 0. Ist p # 0, ist die
Drehmatrix U gleich

2

—si 1 — o2
U= (COSLP St ¢) mit ¢ = ~3 arccot 22— 91

sin Cos 2p0102
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5.5 Weitere Verteilungen
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5.5 Weitere Verteilungen

© Weitere Verteilungen
o Gammaverteilung
o T-Verteilung
o x2-Verteilung

R. Friihwirth



5.56.1 Gammaverteilung
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5.5.1 Gammaverteilung

© Weitere Verteilungen
o Gammaverteilung




Statistik

R. Frithwirth

5.5.1 Gammaverteilung

5.56.1 Gammaverteilung

o Die Exponentialverteilung ist ein Spezialfall einer allgemeineren
Familie von Verteilungen, der Gammaverteilung.

@ Die Dichte der Gammaverteilung Ga(a, b) lautet:

xaflefac/b

f(zla,b) = 5T (a)

' 1[0700) (T)

o lhre Verteilungsfunktion ist die regularisierte unvollstindige
Gammafunktion:

[T 2o lee/b __~(a,z/b)
F(Jc|a,b)f/O T (a) dz = T(a)

o Die Erwartung ist gleich ab, die Varianz gleich ab?®.
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5.56.1 Gammaverteilung

Statistik

R. Frithwirth

5.5.1 Gammaverteilung

Ga(10,1)
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5.5.1 T-Verteilung
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5.5.1 T-Verteilung

© Weitere Verteilungen

o T-Verteilung




5.5.1 T-Verteilung

Statistik

o Die Dichte der T(n)-Verteilung mit n Freiheitsgraden lautet:
F(nT-'rl z2 —(n+1)/2
=—— 27 (142
st = ot (1)

o Die Erwartung ist gleich O fiir n > 1, die Varianz ist gleich n/(n — 2)
fir n > 2.

R. Frithwirth

@ Die T(1)-Verteilung ist auch als Cauchy-Verteilung oder
Breit-Wigner-Verteilung bekannt. Sie ist das klassische Beispiel einer
Verteilung ohne Momente.

5.5.1 T-Verteilung
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5.5.1 T-Verteilung

Statistik
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5.5.1 T-Verteilung
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5.5.1 x2-Verteilung

Statistik
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5.5.1 x2-Verteilung

© Weitere Verteilungen

o x2-Verteilung




5.5.1 x2-Verteilung

Statistik

o Die Dichte der x?(n)-Verteilung mit n Freiheitsgraden lautet:

R. Frithwirth

_ 1 n/2—1_—x/2

o Sie ist die Gammaverteilung Ga(n/2,2).

o Ist X standardnormalverteilt, so ist ¥ = X? x?-verteilt mit einem
Freiheitsgrad.

5.5.1 x%-Verteilung @ Die Erwartung ist gleich n, die Varianz ist gleich 2n.
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5.6 Rechnen mit Verteilungen

Statistik
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5.6 Rechnen mit
Verteilungen

@ Rechnen mit Verteilungen
@ Funktionen von Zufallsvariablen
o Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung
o Systematische Fehler
o Grenzverteilungssatze

R. Friihwirth



5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen
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5.6.1 Funktionen von
Zufallsvariablen

@ Rechnen mit Verteilungen
@ Funktionen von Zufallsvariablen
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5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

@ Es sei X eine univariate Zufallsvariable und h: R — R eine
(deterministische) Funktion. Dann ist Y = h(X) wieder eine
univariate Zufallsvariable.

R. Frithwirth

@ Es sei X ein Zufallsvektor der Dimension n und h : R™ — R™ eine
(deterministische) Funktion. Dann ist Y = h(X) ein Zufallsvektor
der Dimension m.

5.6.1 Funktionen von

Zufallsvariablen Es sei X eine diskrete Zufallsvariable und Y = h(X). Dann gilt:
Wy (k) = Wx (b~ (k)

R. Friihwirth Statistik



5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

Beispiel

R. Friihwirth
Wir ordnen den geraden Augenzahlen des Wiirfels die Zahl O zu, den
ungeraden die Zahl 1:

Y = h(X) = mod(X, 2)

Die Verteilung von Y ist dann gegeben durch
Wy (0) = W(h™'(0)) = Wx ({2,4,6}) =

Setitomiason Y Wy (1) = W(h~1 (1)) = Wx ({1,3,5}) =

N N

R. Friihwirth Statistik



5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

Beispiel

R. Friihwirth
Wir ordnen dem Ergebnis X = (X1, X2) eines Doppelwurfs die Summe der
Augenzahlen zu:

Y = h((Xl,XQ)) = X1+ X9

Die Werte von Y sind die natiirlichen Zahlen von 2 bis 12. Die Verteilung
von Y ist dann gegeben durch
k—1

5.6.1 Funktionen von 36 k<7

Zufallsvariablen Wy(k;) = Wx(hil(k)) = Z WX ({(17])}) =
) 13—k
36

, k27
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5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

@ Die Dichte der Zufallsvariablen Y = X; + X5:

R. Frithwirth

Dichtefunktion
T T T

5.6.1 Funktionen von
Zufallsvariablen




5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

o Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Y = X7 + Xo:

R. Frithwirth

Verteilungsfunktion
T T T

5.6.1 Funktionen von
Zufallsvariablen




5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

R. Frithwirth

Es sei X eine stetige Zufallsvariable und Y = h(X), h differenzierbar
und eindeutig umkehrbar. Dann gilt:

fy(y)dy = fx(z)dz

oder

5.6.1 Funktionen von Iy (y) = fx (hil(y)) : '

Zufallsvariablen

dy

R. Friihwirth Statistik



5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

Beispiel

R. Frithwirth

Es sei X € [0, ] eine Zufallsvariable mit der Dichte
1
fx(z) = Esinx, 0<z<m
und Y = cos X. Dann ist

fr(y) = = sin =
= — sin(arccos y) ———— ,
v(@) =3 Y — "3

5.6.1 Funktionen von Y ist also gleichverteilt in [—1,1].

Zufallsvariablen

R. Friihwirth Statistik



5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

Beispiel

R. Friihwirth
Es sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit der Dichte

fx(z) = % exp (—z/T)
und Y = +/X. Dann ist mit A = 1/7
fy (y) = 22y exp (—\y?)

Das ist die Rayleigh-Verteilung oder Maxwell-Boltzmann-Verteilung in 2
5.6.1 Funktionen von . -
Zufallsvariablen Dimensionen.
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5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik
@ Ist A nicht eindeutig umkehrbar, muss die Rechnung etwas

R. Frithwirth ape w
modifiziert werden.

Beispiel

Es sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte fx (z) und Y = X?2. Ist
fx symmetrisch um 0, also fx (z) = fX(—m) gilt:

fr(y) =2fx(Vy) - 2\[ f fx(VY)

Der Faktor 2 entsteht dadurch, dass sowohl z als auch —z auf y = =
abgebildet werden.

5.6.1 Funktionen von
Zufallsvariablen

2
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5.6.1 Funktionen von
Zufallsvariablen

5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Beispiel

Es sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable mit der Dichte

fx(a) = —=exp (~2%/2)
und Y = X2, Dann ist
1 e—T/2
fy(y) = f f exp (—y/2) = fr(1/2)

Das ist gerade die Dichte der x2(1)-Verteilung.
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5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

Satz
R. Frithwirth

Es sei X eine stetiger Zufallsvektor und Y = h(X), h differenzierbar
und eindeutig umkehrbar. Dann gilt:

Fr(y) = fx (B (y)- ‘M‘

0y

5.6.1 Funktionen von
Zufallsvariablen

| A

Beispiel

Es sei X eine stetiger Zufallsvektor mit der Dichte fx (x) und
Y = AX +b. Dann ist

v () = fx (A~ (y — b)) - —

. | det A|
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5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Statistik

S eispiel nsformation in Polarkoordinaten)

Es sei X ein standardnormalverteilter Zufallsvektor der Dimension 3 mit der
Dichte

PR S E TN

Transformation in Polarkoordinaten:

1/z%+m%+x§

arctan(zz/z1)

T

5.6.1 Funktionen von
Zufallsvariablen ®

0 = arccos(z3 /)

Die Determinante der Jacobi-Matrix der Umkehrtransformation ist
bekanntlich 72 sin 6.
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5.6.1 Funktionen von Zufallsvariablen

Beispiel (Fortsetzung)

Damit ergibt sich die gemeinsame Dichte des transformierten Zufallsvektors
(R, ®,0) zu:

(r,¢,6) ! 2sing T2>
17 = ——=T sInvex —_—
9(r, e, OSEE p(—75

11 [2 2
= — . -sinf-4/=r?exp -
2T 2 s 2

R, ®,© sind also unabhingig. ® ist gleichverteilt in [0, 27], cos © ist
gleichverteilt in [—1, 1], und R ist Maxwell-Boltzmann-verteilt.

R. Friihwirth Statistik



5.6.1 Faltung,

Statistik
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5.6.1 Faltung,
Messfehler und
Fehlerfortpflanzung

Messfehler und Fehlerfortpflanzung

@ Rechnen mit Verteilungen

o Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

R. Friihwirth
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5.6.1 Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Statistik

Definition (Faltung)

R. Friihwirth
Es seien X1 und X2 zwei unabhingige Zufallsvariablen. Die Summe
X = X + X5 heiBt die Faltung von X; und Xo.

Satz

Sind X; und X> zwei unabhingige Zufallsvariable mit der
gemeinsamen Dichte f(z1,z2) = fi(z1) - f2(z2), so hat ihre Summe
X = Xl =+ X2 die Dichte

5.6.1 Faltung,
Messfehler und

oo
Fehlerfortpflanzung g(x) :/ fl (x _ ;1;2) . f2($2) dzs =
—oo

:/j:o fi(z1) - fa(x — 1) dxs

o Die Dichte g wird als Faltungsprodukt von fi und f2 bezeichnet:

g=fixfo
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Statistik

R. Frithwirth

5.6.1 Faltung,
Messfehler und
Fehlerfortpflanzung

5.6.1 Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Beispiel (Faltung von zwei Exponentialverteilungen)

Es seien X7 und X2 exponentialverteilt gem3B Ex(7). Die Summe
X = X1 + X2 hat die folgende Dichte:

g(z) = /_Oo fi(x — z2) fa(z2) dze =

1
:/ L c@a—a)/r—aa/T gy, =
0 72
1

= —(F e
7-2

—z/T

Die Verteilung von X heiBt Erlangverteilung und ist wie die
Exponentialverteilung ein Spezialfall der Gammaverteilung.
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5.6.1 Faltung,
Messfehler und
Fehlerfortpflanzung

5.6.1 Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Beispiel (Faltung von zwei Normalverteilungen)

Es seien X; und X2 unabhidngig und normalverteilt mit Mittel p1 bzw. ug
und Varianz U’% bzw. a%. Die Summe X = X; + X5 ist dann wieder
normalverteilt mit Mittel i = p1 + p2 und Varianz o2 = o% + og.

Beispiel (Faltung von zwei Poissonverteilungen)

Es seien X7 und X2 unabhingig und Poisson-verteilt mit Mittel A; bzw. A2.
Die Summe X = X7 + X5 ist dann wieder Poisson-verteilt mit Mittel
A= A1 + Ao

Beispiel (Faltung von zwei x?-Verteilungen)

Es seien X7 und X3 unabhingig und x2-verteilt mit n1 bzw. ns
Freiheitsgraden. Die Summe X = X + X3 ist dann wieder x2—vertei|t mit
n = nj + na Freiheitsgraden.

R. Friihwirth Statistik
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5.6.1 Faltung,
Messfehler und
Fehlerfortpflanzung

5.6.1 Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Beispiel (Der Messfehler)

Es wird eine ZufallsgréBe X beobachtet. Der Messfehler wird durch eine
bedingte Dichte g(y|z) beschrieben, die die Wahrscheinlichkeit angibt, dass
y bei der Messung registriert wird, wenn X den Wert z annimmt. Fiir die
gemessene Verteilung der Messung Y gilt dann:

v = [ ~ ale)fx (@) de = / * fw,o)dz

Im einfachsten Fall hdngt g nur von der Differenz y — x ab, oder eine weitere
explizite Abhdngigkeit von x ist vernachlassigbar. Dann wird aus dem
Integral ein Faltungsintegral. Dies ist genau dann der Fall, wenn der
Messfehler und der gemessene Wert unabhiangig sind.
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5.6.1 Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Statistik
@ Wir untersuchen nun, wie sich Varianzen und Kovarianzen von

R. Frithwirth . . .
Zufallsvariablen unter Variablentransformationen verhalten.

@ Essei X = (Xi,...,Xy,) eine n-dimensionaler Zufallsvektor und H
eine m x n - Matrix. Dann ist Y = (Y1,...Yn) = HX ein
Zufallsvektor der Dimension m.

o Es gilt exakt:

Lineare Transformation von Erwartung und Varianz

5.6.1 Faltung, 0 E[Y] =H- E[X]

Messfehler und

Fehlerfortpflanzung @ Cov[Y]=H- Cov[X]- HT

R. Friihwirth Statistik



5.6.1 Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Statistik

R Varianz einer Linearkombination
R rihwirth

@ Essei X = (X4,...,X,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor und
Y =37, a:X. Dann ist

var[Y] = Zaz var[X;] + 2 Z Z aia; cov[X;, X;]

i=1 j=i+1

o Sind alle X; unkorreliert, gilt daher

n
5.6.1 Faltung,
Messfehler und var[Y] = E aZ var[Xi]

Fehlerfortpflanzung

und insbesondere
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5.6.1 Faltung, Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Statistik
@ Es soll nun statt der linearen Abbildung H eine allgemeine Funktion

h = (h1,...,hm) betrachtet werden.

R. Frithwirth

@ Es wird angenommen, dass h in jenem Bereich, in dem die Dichte
von X signifikant von 0 verschieden ist, geniigend gut durch eine
lineare Funktion angendhert werden kann.

o Entwickelt man h an der Stelle E[X], so gilt in 1. Niherung:

Lineare Fehlerfortpflanzung

e g, © E[Y]~ h(E[X])
Fehlerfortpflanzung T
oh oh
e COV[Y] ~ (@) o COV[X] 0 <%>
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5.6.1 Systematische

Statistik

R. Frithwirth

5.6.1 Systematische
Fehler

@ Rechnen mit Verteilungen

o Systematische Fehler

R. Friihwirth 3 303/482



5.6.1 Systematische Fehler

Statistik

Kann der Messfehler durch eine Zufallsvariable mit Mittel 0

= beschrieben werden, hat die Messung nur einen statistischen Fehler.

@ Die Messung kann jedoch durch eine falsche Kalibration
(z.B. Skalenfehler oder Nullpunktfehler) des Messgerits verfalscht
sein. Solche Fehler werden systematische Fehler genannt.

o Systematische Fehler werden durch VergréBerung der Stichprobe
nicht kleiner!

o Die Korrektur von systematischen Fehlern erfordert sorgfiltige
Kalibration der Messaparatur, Uberpriifung von theoretischen
Annahmen, etc.

5.6.1 Systematische

Fehier @ Das Gesetz der Fehlerfortpflanzung gilt nicht fiir systematische
Fehler!

R. Friihwirth Statistik



5.6.1 Systematische Fehler

Statistik

Beispiel

R. Friihwirth
Wir messen zwei Spannungen X1, X2 mit dem gleichen Messgerat. Durch
fehlerhafte Kalibration misst das Gerat statt der wahren Spannung U die
Spannung Xm = aU + b+ ¢, mit a = 0.99,b = 0.05, o[e] = 0.03 V. Der
Mittelwert X der beiden Spannungen hat dann einen statistischen Fehler von
0.02 V. Der systematische Fehler des Mittelwerts wird beschrieben durch
Xm = aX + b, ist also der der Einzelmessung. Der systematische Fehler der
Differenz AX wird beschrieben durch AXy,, = aAX. Der Nullpunktfehler ist
verschwunden.

v

5.6.1 Systematische
Fehler
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5.6.1 Grenzverteilungssatze

Statistik

R. Frithwirth

5.6.1 Grenzvertei-
lungssatze

@ Rechnen mit Verteilungen

o Grenzverteilungssatze
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5.6.1 Grenzverteilungssatze

Statistik
Zentraler Grenzwertsatz fiir identisch verteilte Folgen von

Zufallsvariablen

R. Frithwirth

Sei (X;)ien eine Folge von unabhidngigen Zufallsvariablen, die alle die
gleiche Verteilung besitzen, mit endlicher Erwartung p und endlicher
Varianz 2. Definiert man S,, und U, durch:

~ Sn —E[Sn]  Sh—np
Sn = Xi, Up = =
; o[Sn] Vn-o

so ist U = lim,_, o, U,, standardnormalverteilt.

5.6.1 Grenzvertei-
lungssatze

R. Friihwirth Statistik



Statistik

R. Frithwirth

5.6.1 Grenzvertei-
lungssatze

5.6.1 Grenzverteilungssatze

Zentraler Grenzwertsatz fiir beliebig verteilte Folgen von
Zufallsvariablen

Sei (X;)ien eine Folge von unabhidngigen Zufallsvariablen mit
beliebigen Verteilungen. u; = E[X;] und o7 = var[X;] seien endlich fiir
alle ¢+ € N. Definiert man fiir jedes n € N U; und Y, durch:

Xi — i =
Uy=——, Y= Us;
Vi 2

so ist Y = lim,_,~ Y, standardnormalverteilt.

@ Der zentrale Grenzwertsatz erklart, warum die Normalverteilung in
der Natur eine so bedeutende Rolle spielt, etwa bei der Verteilung
der Impulskomponenten von Gasmolekiilen, die das Ergebnis von

zahlreichen St6Ben ist.
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5.6.1 Grenzverteilungssatze

Statistik
@ Auch bei relativ kleinem n ist die Normalverteilung oft eine gute

N&herung fiir die Summe von Zufallsvariablen.

R. Frithwirth

Beispiel (Binomialverteilung fiir groBes n)

Da eine gemiB Bi(n, p) verteilte Zufallsvariable als Summe von n
alternativverteilten Zufallsvariablen dargestellt werden kann, muss die
Binomialverteilung fiir n — co gegen eine Normalverteilung streben. Die
Abbildung zeigt die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung Bi(n, p) mit
n = 200 und p = 0.1, sowie die Verteilungsfunktion der Normalverteilung
No(u, a2) mit

w=np=20, o> =np(l —p) =18

5.6.1 Grenzvertei-
lungssatze
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5.6.1 Grenzverteilungssatze

Statistik
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5.6.1 Grenzvertei-
lungssatze
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5.6.1 Grenzverteilungssatze

Statistik

Beispiel (Poissonverteilung fiir groBes n)

R. Frithwirth
Da eine gemaB Po(\) verteilte Zufallsvariable als Summe von A
P(1)-verteilten Zufallsvariablen dargestellt werden kann, muss die
Poissonverteilung fiir A — oo gegen eine Normalverteilung streben. Die
Abbildung zeigt die Verteilungsfunktion der Poissonverteilung Po(\) mit
X\ = 25, sowie die Verteilungsfunktion der Normalverteilung No(u, o2) mit

p=XA=25 o2=1=25

5.6.1 Grenzvertei-
lungssatze
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5.6.1 Grenzverteilungssatze

Statistik

R. Frithwirth

5.6.1 Grenzvertei-
lungssatze
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Statistik
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Teil 6

Schidtzung
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Teil 6: Schatzung

Statistik

R. Frithwirth

@ Stichprobenfunktionen

© Punktschitzer

© Intervallschitzer

R. Friihwirth
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6.1 Stichprobenfunktionen

Statistik
R. Frithwirth

6.1 Stichprobenfunktio-
nen

@ Stichprobenfunktionen
o Grundbegriffe
o Stichprobenmittel
@ Stichprobenvarianz
@ Stichprobenmedian

R. Friihwirth



6.1.1 Grundbegriffe

Statistik

R. Frithwirth

6.1.1 Grundbegriffe e Stichprobenfunktionen
o Grundbegriffe

R. Friihwirth
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6.1.1 Grundbegriffe

Statistik

@ Xi,...,X, seien unabhingige Zufallsvariable, die alle die gleiche
Verteilungsfunktion F' haben.

R. Frithwirth

o Sie bilden dann eine zufillige Stichprobe der Verteilung F'.

6.1.1 Grundbegriff . .
THCREETe o Eine Zufallsvariable

Y =h(X1,...,X5)
heiBt eine Stichprobenfunktion.

@ In vielen Fillen sind Momente oder die Verteilung von Y zu
bestimmen.

R. Friihwirth Statistik



6.1.1 Stichprobenmittel

Statistik

R. Frithwirth

@ Stichprobenfunktionen

6.1.1 Stichprobenmittel

o Stichprobenmittel

R. Friihwirth
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Statistik

R. Frithwirth

6.1.1 Stichprobenmittel

6.1.1 Stichprobenmittel

Definition (Stichprobenmittel)

durch

Das Stichprobenmittel X der Stichprobe X1, ..., X, ist definiert

n

- 1
X:EEXZ-

Momente des Stichprobenmittels

Hat F das Mittel 2 und die Varianz o2, gilt:

0 E[X] =4
Q var[X]| = o

@ Ist F' eine Normalverteilung, so ist X normalverteilt.

R. Friihwirth

Statistik



6.1.1 Stichprobenmittel

Statistik
© Hat I das Mittel p und die Varianz o, so konvergiert die
Verteilung von
_ Xy
= o/vn

gegen die Standardnormalverteilung.

6.1.1 Stichprobenmittel

Q Ist F' eine Normalverteilung, ist U fiir alle n standardnormalverteilt.
v
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6.1.1 Stichprobenvarianz

Statistik

R. Frithwirth

@ Stichprobenfunktionen

6.1.1 Stichprobenvarianz

@ Stichprobenvarianz

R. Friihwirth
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6.1.1 Stichprobenvarianz

Statistik
Definition (Stichprobenvarianz)

R. Frithwirth

Die Stichprobenvarianz S? der Stichprobe X1, ..., X, ist definiert
durch

2 1 T2

6.1.1 Stichprobenvarianz 8" = E (X: — X)
n—14 r
=

<

Erwartung der Stichprobenvarianz

Hat F die Varianz o2, gilt:

E[S?] = o?

R. Friihwirth Statistik



Statistik

R. Frithwirth

6.1.1 Stichprobenvarianz

6.1.1 Stichprobenvarianz

Ist F' eine Normalverteilung mit Mittel z und Varianz o2, so gilt:
@ (n—1)S?/0? ist x*-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

@ X und S? sind unabhingig.

@ Die Varianz von S2 ist gegeben durch

20

var[$?] = p—]

Q Die GroBe -
X —p
S/vn

ist T-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

R. Friihwirth Statistik



6.1.1 Stichprobenmedian

Statistik

R. Frithwirth

@ Stichprobenfunktionen

6.1.1 Stichprobenmedian

@ Stichprobenmedian

R. Friihwirth
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6.1.1 Stichprobenmedian

Statistik

Definition (Stichprobenmedian)

R. Frithwirth

Der Stichprobenmedian X der Stichprobe X1,..., X, ist definiert
durch
X((nt1)/2) n ungerade

6.1.1 Stichprobenmedian

% (X(n/2) + X(n/2+1)) , n gerade

Momente des Stichprobenmedians

Hat F' den Median m und die Dichte f, gilt:

Q lim E[X]=m
n—oo

(2} nli_)rrolo var[X] = m sofern f(m) > 0.

© X ist asymptotisch normalverteilt, sofern f(m) > 0.
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6.2 Punktschatzer

Statistik

R. Frithwirth

6.2 Punktschatzer

© Punktschitzer
o Eigenschaften von Punktschatzern
@ Schitzung des Mittelwerts

@ Schitzung der Varianz

@ Schitzung des Medians

@ Maximum-Likelihood-Schatzer

R. Friihwirth



6.2.1 Eigenschaften von

Statistik

R. Frithwirth

6.2.1 Eigenschaften von
Punktschtzern

© Punktschitzer

Punktschatzern

o Eigenschaften von Punktschatzern

R. Friihwirth




6.2.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Statistik

@ Ein Punktschéatzer ist eine Stichprobenfunktion, die einen moglichst
genauen Ndherungswert fiir einen unbekannten Verteilungsparameter
9 liefern soll:

R. Frithwirth

T =t(X1,...,Xn)
sl o Die Funktion ¢(z1,...,x,) wird die Schitzfunktion genannt.

@ Die Konstruktion von sinnvollen Punktschatzern fiir einen Parameter
¥ ist Aufgabe der Schatztheorie.

o Fiir einen Parameter ¥ sind viele Punktschatzer moglich. Ein , guter”
Punktschatzer sollte jedoch gewisse Anforderungen erfiillen.

R. Friihwirth Statistik



Statistik

R. Frithwirth

6.2.1 Eigenschaften von
Punktschtzern

6.2.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Definition (Erwartungstreue)

Ein Punktschatzer T fiir den Parameter ¢ heiBt erwartungstreu oder
unverzerrt, wenn fiir alle zulassigen Werte von 9 gilt:

Es[T] =9
T heiBt asymptotisch unverzerrt, wenn gilt:

lim Eg[T] =9
n— o0

@ Ist der unbekannte Parameter gleich 9, dann ist die Erwartung des
Punktschatzers gleich .

@ Ein unverzerrter Punktschatzer hat zwar zufillige Abweichungen vom
wahren Wert ¢, aber keine systematische Verzerrung.

R. Friihwirth Statistik



6.2.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Statistik

Definition (MSE)

Die mittlere quadratische Abweichung (mean squared error, MSE)
eines Punktschatzers T fiir den Parameter ¥ ist definiert durch:

R. Frithwirth

6.2.1 Eigenschaften von MSE[T} = Eﬁ[(T — 19)2}

Punktschitzern

Definition (MSE-Konsistenz)

Ein Punktschatzer T fiir den Parameter 9 heiBt konsistent im
quadratischen Mittel (MSE-konsistent), wenn gilt:

lim MSE[T] = 0
n—oo

R. Friihwirth Statistik



6.2.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Statistik

Definition (MSE-Effizienz)

Ein Punktschatzer T heiBt MSE-effizienter als der Punktschatzer T%,
wenn fiir alle zul3ssigen 9 gilt:

R. Frithwirth

6.2.1 Eigenschaften von MSE[Tl] < MSE[TQ]

Punktschitzern

Definition (Effizienz)

Ein unverzerrter Punktschatzer T; heiBt effizienter als der unverzerrte
Punktschatzer T5, wenn fiir alle zuldssigen 9 gilt:

var[T1] < var([T3]

Ein unverzerrter Punktschatzer T heiBt effizient, wenn seine Varianz
den kleinsten moglichen Wert annimmt.

R. Friihwirth Statistik



6.2.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Statistik
Definition (Fisher-Information)

R. Friihwirth
Es sei X1,..., X, eine Stichprobe mit der gemeinsamen Dichte
g(z1,...,zn|0). Die Erwartung

6.2.1 Eigenschaften von

Punktschtzern Iy=E |:_

Png(Xy,...,Xn|9)
092

heiBt die Fisher-Information der Stichprobe.

| \

Satz von Rao und Cramer

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe mit der gemeinsamen Dichte
g(z1,...,z,|0). Die Varianz eines unverzerrten Schitzers T fiir den
Parameter ¥ ist nach unten beschrankt durch:

var[T] > 1/1y

R. Friihwirth Statistik



6.2.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Statistik

Beispiel

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Exponentialverteilung Ex(7). Die
gemeinsame Dichte ist dann gleich

R. Frithwirth

6.2.1 Eigenschaften von — Z
Punktschitzern g(zl’ sy T ‘T) - €XP ( 11/7')

Daraus folgt:

n
Ing(z1,...,zn|T) = —TLlIlT—Z.’I?i/T

0 no 23w
8T2 lng(ml,...,zn|q—) = 7-72 — 7-7
92 n 2nT n
E 87’2 lng(Xl,---,th')} = —= - —— = ——
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6.2.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Statistik

R. Frithwirth ispiel (FOI‘tsetZung

Die Fisher-Information ist also gleich
n
==
72
6.2.1 Eigenschaften von . . . .
Punktschitzern Fiir jeden unverzerrten Schitzer T' von 7 gilt folglich:
2
-
var[T] > —
n
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6.2.1 Schatzung des Mittelwerts

Statistik

R. Frithwirth

6.2.1 Schitzung des e Punktschétzer

Mittelwerts

@ Schitzung des Mittelwerts

R. Friihwirth
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6.2.1 Schatzung des Mittelwerts

Statistik
R. Friihwirth
© Es sei Xi,...,X, eine Stichprobe aus der Verteilung F' mit
Erwartung p. Dann ist das Stichprobenmittel X ein unverzerrter
Punktschatzer von p.

@ Hat F die endliche Varianz o2, so ist X MSE-konsistent.

6.2.1 Schitzung des
Mittelwerts

Beispiel

| A

Ist F' die Normalverteilung No(y, 02), so ist X normalverteilt gem3iB _
No(u,02/n). Da die Fisher-Information fiir u gleich I, = n/a? ist, ist X
effizient fiir p.

Beispiel

Ist I die Exponentialverteilung Ex(7), so ist X Gammaverteilt mit Mittel 7
End Varianz 7'2/n. Da die Fisher-Information fiir 7 gleich I, = n/ﬂ'2 ist, ist
X effizient fiir 7.
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6.2.1 Schatzung des Mittelwerts

Statistik

Beispiel
R. Frithwirth eSpe

Ist F' die Poissonverteilung Po()\), hat X Mittel A und Varianz A/n. Da die
Fisher-Information fiir A gleich I, = n/X ist, ist X effizient fiir \.

Beispiel

6.2.1 Schitzung des
Mittelwerts

Ist F' die Alternativverteilung Al(p), hat X Mittel p und Varianz p(1 — p)/n.
Da die Fisher-Information fiir p gleich I, = n/[p(1 — p)] ist, ist X effizient
fiir p.

R. Friihwirth Statistik



6.2.1 Schatzung der Varianz

Statistik

R. Frithwirth

© Punktschitzer

6.2.1 Schatzung der
Varianz

@ Schitzung der Varianz

R. Friihwirth 3 338/482



6.2.1 Schatzung der Varianz

Statistik
R. Friihwirth
© Es sei Xi,...,X, eine Stichprobe aus der Verteilung F' mit
Erwartung p und Varianz o, Dann ist die Stichprobenvarianz S?

ein unverzerrter Punktschitzer von o2,

@ Hat F' das endliche vierte zentrale Moment p4, so ist

\6/,32'.ilan52chétzung der var(Sz) _ & . (n — 3)#%
n n(n — 1)

@ In diesem Fall ist S? MSE-konsistent.
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6.2.1 Schatzung der Varianz

Statistik

Beispiel

R. Frithwirth

Ist F' die Normalverteilung No(u, 02), so ist (n — 1)S2/02 x2-verteilt mit
n — 1 Freiheitsgraden. Die Varianz von S?2 ist dann gleich

20
var($?) =

n—1
AR Die Fisher-Information fiir o2 ist gleich
6.2.1 Schatzung der
02
arianz P

7 204

S2 ist also ein asymptotisch effizienter Punktschitzer fiir o2.
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6.2.1 Schatzung des Medians

Statistik
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© Punktschitzer

6.2.1 Schatzung des
Medians

@ Schitzung des Medians
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6.2.1 Schatzung des Medians

Statistik

Satz
R. Frithwirth

@ Essei Xi,...,X, eine Stichprobe aus der stetigen Verteilung F!
mit Median m und Dichte f. Dann ist der Stichprobenmedian X
ein asymptotisch unverzerrter Punktschatzer von m.

@ Fiir symmetrisches F' ist X unverzerrt.
© Der Stichprobenmedian X hat asymptotisch die Varianz

6.2.1 Schitzung des = 1

Medians Var[x] ~ 4nf(m)2

@ Der Stichprobenmedian ist MSE-konsistent, sofern f(m) > 0.
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Statistik
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6.2.1 Schatzung des
Medians

6.2.1 Schatzung des Medians

Beispiel

Es sei X1,..., Xy eine Stichprobe aus der Normalverteilung No(y, 02). Die

Varianz von X ist gleich
2

var[X] = 7
n

Die Varianz von X ist fiir groBes n gleich

2

2mo? = 1.570—
n

4n

var[X] =

Sie ist also um mehr als 50 Prozent groBer als die Varianz von X.

R. Friihwirth
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6.2.1 Schatzung des Medians

Statistik

Beispiel

Es sei Xi,...,Xp eine Stichprobe aus der T-Verteilung T(3). Die Varianz
von X ist gleich

R. Frithwirth

3
var[X] = —
n

Die Varianz von X ist fiir groBes n gleich

=~ 1 1.8506 3
var[X] = ———— = —— ~ 0.62—
R/Iialiasr\ZhétZIjng des 4 nf(O) n

Sie ist also fast um 40 Prozent kleiner als die Varianz von X.
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Sc

Statistik

R. Frithwirth

© Punktschitzer

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schitzer

@ Maximume-Likelihood-Schatzer
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Statistik

R. Frithwirth

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer

6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition (ML-Schétzer)

© Es sei Xi,...,X, eine Stichprobe mit der gemeinsamen Dichte
g(x1,...,z,|0). Die Funktion

LY X1,...,Xn) =9(X1,..., X,|9)

heiBt die Likelihoodfunktion der Stichprobe.

@ Der plausible oder Maximum-Likelihood-Schatzer J ist jener
Wert von ¢, der die Likelihoodfunktion der Stichprobe maximiert.

o Oft wird statt der Likelihoodfunktion ihr Logarithmus, die
Log-Likelihoodfunktion ¢(¢) = In L(¢) maximiert.
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Statistik

R. Frithwirth

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer

6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (ML-Schatzung eines Bernoulli-Parameters)

Es sei X1,..., Xy eine Stichprobe aus der Alternativverteilung Al(p). Die
gemeinsame Dichte lautet:

g(@1,...,xnlp) = Hp )17% = pXTi(1 — )T
Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:
n n
Up) =) Xilnp+ (n - sz) In(1 —p)
i=1 i=1

Ableiten nach p ergibt:
op) _
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Sc

Statistik

Beispiel (Fortsetzung)

R. Frithwirth

Nullsetzen der Ableitung und Auflésen nach p ergibt:

Der ML-Schatzer ist unverzerrt und effizient.

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik
Beispiel (ML-Schitzung eines Poisson-Parameters)

Es sei X1,..., Xy eine Stichprobe aus der Poissonverteilung Po(\). Die
gemeinsame Dichte lautet:

R. Frithwirth

n .
ATig=A
g($17---,73n|>\):H |
i=1 g
Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:
n
6.2.1 Maximum- L(A) = Z[X'L In X — X — In(X;!)]
Likelihood-Schatzer i—1

Ableiten nach A ergibt:

o) 1
VAV X; —
on A ; "
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Sc

Statistik

Beispiel (Fortsetzung)

R. Frithwirth

Nullsetzen der Ableitung und Auflésen nach A ergibt:

Der ML-Schatzer ist unverzerrt und effizient.

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik
Beispiel (ML-Schétzung einer mittleren Lebensdauer)

Es sei X1,..., Xy eine Stichprobe aus der Exponentialverteilung Ex(7). Die
gemeinsame Dichte lautet:

R. Frithwirth

noe—xi/T

g(z1,...,zn|T) = H

i=1

Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:

n 1 n
6.2.1 Maximum- LT) = Z[— InT — = Z X
1=1 =1

Likelihood-Schatzer

Ableiten nach 7 ergibt:

oL(T) n 1 &
=L _Sx,
or T + T2 ;
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Sc

Statistik

Beispiel (Fortsetzung)

R. Frithwirth

Nullsetzen der Ableitung und Auflésen nach 7 ergibt:

Der ML-Schatzer ist unverzerrt und effizient.

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer

R. Friihwirth



6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik

- Beispiel (ML-Schitzung der Parameter einer Normalverteilung)

Es sei X1, ..., X, eine Stichprobe aus der Normalverteilung No(u, o?). Die
gemeinsame Dichte lautet:

2 - 1 (zi — p)?
g(z1,...,zn|u,0 ):H @90 T 952

Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:

z 1 X; — p)?
6.2.1 Maximum- Ly, 02) = Z [— Inv2m — 5 Ino? — M}

Likelihood-Schitzer < 202
1=1
Ableiten nach u und o2 ergibt:

ot(p, o) _ 2": Xi—p  0p,o?) _ Zn: [_L (Xi —u)z}

2 2 2 4
op = @ do = 20 20
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik

Beispiel (Fortsetzu

R. Frithwirth

Nullsetzen der Ableitungen und Auflésen nach u und o2 ergibt:

I & —
p=r > X=X
ni=1
& - n—1
~92 2 2
=— X; —X)? = S
7= 2 Xi- X =

=1l

6.2.1 Maximum-

Wi elilimert e EEr ist asymptotisch unverzerrt und asymptotisch effizient.

Der ML-Schatzer von p ist unverzerrt und effizient. Der ML-Schétzer von o

2

R. Friihwirth Statistik
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik

@ Der ML-Schétzer hat die folgende wichtige Eigenschaft:

R. Frithwirth

Existieren die ersten beiden Ableitungen von L(¥}), existiert die
Fisher-Information I, (¥) fiir alle ¥ und ist E [(In L)'] = 0, so ist die
Likelihoodschatzung 9 asymptotisch normalverteilt mit Mittel ¢ und
Varianz 1/1,(#9). 9 ist daher asymptotisch unverzerrt und
asymptotisch effizient.

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer

o Daraus folgt sofort die ndchste Eigenschaft:

Der Likelihoodschitzer ¥ ist (unter den selben Voraussetzungen)
konsistent.

R. Friihwirth Statistik
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6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer

6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (ML-Schatzung des Lageparameters einer Cauchyverteilung)

Es sei X1, ..

g($1,---,33n|,u) = H

., Xn eine Stichprobe aus der Cauchyverteilung T(1) mit
Lageparameter p. Die gemeinsame Dichte lautet:

Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:

U(pu)=—nlnm— Zln[l + (X5 — w)?
i=1

Der Wert fi, der £(p) maximiert, muss numerisch gefunden werden.

MATLAB: make_ML_cauchy

= 1

g=il 7'1'[1 + (xl - N)2]

R. Friihwirth

Statistik
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6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schatzer

6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Fortsetzung)

Man kann zeigen, dass die Fisher-Information der Stichprobe gleich
n

I, = —

k7o

ist. Fiir groBe Stichproben muss daher die Varianz des ML-Schiatzers [

ungefshr gleich 2/n sein.

Der Stichprobenmedian X ist ebenfalls ein konsistenter Schitzer fiir x. Seine
Varianz ist asymptotisch gleich 72/(4n) ~ 2.47/n. Sie ist also um etwa 23
Prozent groBer als die Varianz des ML-Schatzers.
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik

@ Simulation von 10000 Stichproben der GréBe n = 100:

R. Frithwirth

1400 1500

11=0.9998 1=1.001
1200

06=0.1588 6=0.1435

1000
1000

800

600

6.2.1 Maximum-

Likelihood-Schatzer 500

400

200

0 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Stichprobenmedian ML-Schatzer

e Die Korrelation zwischen X und i ist etwa 90%.
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer
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o Die Standardabweichung des ML-Schétzers kann n3erungsweise aus

= der normierten Likelihoodfunktion einer Stichprobe abgelesen werden:

Log-Likelihoodfunktion Normierte Likelihoodfunktion
0 35 :

6=0.1314

6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schitzer
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer
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Beispiel (ML-Schitzung des Obergrenze einer Gleichverteilung)
Es sei X1,..., Xy eine Stichprobe aus der Gleichverteilung Un(0, b) mit
Obergrenze b. Die gemeinsame Dichte lautet:

1
g(z1,. .., 2n|b) = b770§$17~~wxn <b

R. Frithwirth

Der groBte Wert der Likelihoodfunktion ist daher an der Stelle
b= max X;
3

6.2.1 Maximum-

Likelihood Schatzer Da ein Randmaximum vorliegt, gelten die iiblichen asymptotischen
Eigenschaften nicht.
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik
R. Frithwirth Beispiel (Fortsetzung)

Die Dichte von b = max X; lautet:
K3

nzn—l
fe) ="
Daraus konnen Erwartung und Varianz berechnet werden:
A n 5 b%n
E[b)) = ——, b)=———
o n+1 var(t] (n+2)(n+1)2

6.2.1 Maximum-

Likelihood-Schatzer 2

Der Schitzer ist asymptotisch unverzerrt, die Varianz geht aber wie 1/n
gegen Null! Der Schitzer ist auch nicht asymptotisch normalverteilt.

MATLAB: make ML _uniform
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6.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistik

@ Simulation von 10000 Stichproben (b = 1) der GréBe n
bzw. n = 100:

R. Frithwirth

n=25 n=100
2500 7000

u=0.9617 6000 1=0.9902
2000 ©0=0.03632 ©6=0.009755

5000
1500 4000
6.2.1 Maximum-
Likelihood-Schitzer
1000 3000
2000
500

1000

0.9 1 11 1.2 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2
ML-Schatzer ML-Schatzer
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6.3 Intervallschatzer

© Intervallschitzer
@ Grundbegriffe
o Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
@ Konfidenzintervall fiir die Varianz
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6.3.1 Grundbegriffe

© Intervallschitzer
@ Grundbegriffe
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6.3.1 Grundbegriffe

6.3.1 Grundbegriffe

@ Neben dem Schéatzwert selbst ist auch seine Streuung um den
wahren Wert von Interesse.

@ Wir wollen aus einer Stichprobe ein Intervall bestimmen, das den
wahren Wert mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit enthalt.

Definition (Konfidenzintervall)

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Verteilung F' mit dem
unbekannten Parameter 9. Ein Intervall mit den Grenzen

G = gl(X17 6004 Xn) und G2 = gz(Xl, - ,Xn) heiBt ein
Konfidenzintervall mit Sicherheit 1 — «, wenn gilt:

W(G1 < Gz) =1
W(G1§’19§GQ)=].—O¢

Ein solches Intervall wird kurz als (1 — a)-Konfidenzintervall
bezeichnet.
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6.3.1 Grundbegriffe

6.3.1 Grundbegriffe

@ Zu jedem Wert der Sicherheit 1 — « gibt es viele verschiedene
Konfidenzintervalle. Ist F' stetig, gibt es unendlich viele
Konfidenzintervalle mit Sicherheit 1 — a.

@ Ein symmetrisches Konfidenzintervall liegt vor, wenn gilt:
W < Gi)=W( > G2)
o Ein einseitiges Konfidenzintervall liegt vor, wenn gilt:

WW<G)=1-a oder W >Gi)=1-«
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
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R. Frithwirth

6.3.1 Konfidenzintervall
fiir den Mittelwert

© Intervallschitzer

o Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
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6.3.1 Konfidenzintervall
fiir den Mittelwert

6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

Mittelwert einer Alternativverteilung

@ Essei Xi,...,X, eine Stichprobe aus der Alternativverteilung Al(p).

o Fiir geniigend groBes n ist p = X anndhernd normalverteilt gemiB
No(p, p(1 — p)/n).

e Das Standardscore )

p—p

o[pl

ist dann annihernd standardnormalverteilt.

7 =

@ Aus
W(—zi—app £ Z<2102) =1 -«

folgt

W(p— z1—ay20p] <p <P+ 21-0/20[p)) =1 —
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

Statistik

e Da p nicht bekannt ist, muss o[p] ndherungsweise bestimmt werden.
R. Frithwirth

o Bootstrap-Verfahren: p wird durch p angenihert.

o Robustes Verfahren: p wird so gewihlt, dass o[p] maximal ist, also
p = 0.5.

Beispiel

6.3.1 Konfidenzintervall
fiir den Mittelwert

Angabe: Bei einer Umfrage unter n = 400 Personen geben k = 157
Personen an, ein gewisse Marke zu kennen. Wir suchen ein
95%-Konfidenzintervall fiir den Bekanntheitsgrad p.

Losung: Es gilt p = 0.3925 und z;_, /3 = 1.96. Mit dem
Bootstrap-Verfahren ergibt sich o[p] = 0.0244. Die Grenzen des
Konfidenzintervalls sind daher

G1 =0.3925 — 1.96 - 0.0244 = 0.3446
G2 =0.3925 4 1.96 - 0.0244 = 0.4404
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

Statistik

Beispiel (Fortsetzung)

R. Frithwirth

Mit dem robusten Verfahren ergibt sich o[p] = 0.025 und die Grenzen
G1 =0.3925 — 1.96 - 0.025 = 0.3435
G2 =0.3925 4 1.96 - 0.025 = 0.4415

dbeer Das robuste Intervall ist in diesem Fall nur unwesentlich langer als das
6.3.1 Konfidenzintervall
fiir den Mittelwert Bootstrap-Intervall.
MATLAB: make KI_alternative
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
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A Mittelwert einer Normalverteilung

@ Essei Xi,...,X, eine Stichprobe aus der Normalverteilung
No(u,0?).

o X ist normalverteilt gemaB No(u, o /n).

6.3.1 Konfidenzintervall o Ist o2 bekannt, ist das Standardscore
fiir den Mittelwert

_X-up

2=l

standardnormalverteilt.

o Aus
W(*Zlfa/z <zZ< 217Q/2) =1l-a

folgt

W(X_Zlfa/ﬂ)'/\/ﬁg < X+Z1,a/20'/\/’ﬁ) =1—a«a
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

Statistik
@ Ist o2 unbekannt, wird o2 durch die Stichprobenvarianz geschitzt,

R. Frithwirth
und das Standardscore

ist T-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

6.3.1 Konfidenzintervall ° AUS

fiir den Mittelwert W( tl a/2 <T< t] 734/2) =1—«

folgt

W(X -}~ a/QS/\F<M<X+t1 a/QS/f)_l—a
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

Statistik

Beispiel
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Eine Stichprobe vom Umfang n = 50 aus der Standardnormalverteilung hat
das Stichprobenmittel X = 0.0540 und die Stichprobenvarianz S2 = 1.0987.
Wird die Varianz als bekannt vorausgesetzt, lautet das symmetrische
95%-Konfidenzintervall fiir p:

G1 =0.0540 — 1.96/v/50 = —0.2232
G2 =0.0540 + 1.96/v/'50 = 0.3312

6.3.1 Konfidenzintervall
fiir den Mittelwert

Wird die Varianz als unbekannt angenommen, lautet das symmetrische
95%-Konfidenzintervall fiir p:

G1 =0.0540 — 2.01 - 1.0482/+/50 = —0.2439
G2 =0.0540 + 2.01 - 1.0482/+/50 = 0.3519

MATLAB: make_KI_normal
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A Mittelwert einer Exponentialverteilung

o Essei Xi,...,X, eine Stichprobe aus der Exponentialverteilung

Ex(T).
o T'=3" X, hat die folgende Dichte:
6.3.1 Konfidenzintervall n—1
fiir den Mittelwert t t
)= —— -
T = 2oy & ( )

e T ist also Gammaverteilt gemaB Ga(n, ), und T'/7 ist verteilt
gemiB Ga(n,1).
o Aus

T
w ('Ya/Q,n,l < p < 71—&/2,n,1) =l-«a

folgt

W<LST§L) P
T—a/2,n,1 Ya/2,n,1
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
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— Mittelwert einer beliebigen Verteilung

@ Essei X1,...,X, eine Stichprobe aus der Verteilung F' mit Mittel p
und Varianz o2.

o Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes ist das Standardscore Z des

6.3.1 Konfidenzintervall Stichprobenmittels: _
fiir den Mittelwert X —u

7= 5/

fiir groBe Stichproben anndhernd normalverteilt.

o Es gilt also approximativ:

W()? — Zl—a/2S/\/ﬁ <u< X + Z1_a/25/\/ﬁ) =1—«
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
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Beispiel
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Fiir exponentialverteilte Stichproben vom Umfang n gibt die folgende
Tabelle die Sicherheit des 95%-Konfidenzintervall in N&herung durch
Normalverteilung, geschatzt aus N = 10000 Stichproben:

n 25 50 100 400 800
6.3.1 Konfidenzintervall 1—a 09129 0.9297 0.9394 0.9461 0.9458

fiir den Mittelwert

MATLAB: make KI_exponential
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6.3.1 Konfidenzintervall
fiir die Varianz

© Intervallschitzer

@ Konfidenzintervall fiir die Varianz
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir die Varianz

Statistik
- Varianz einer Normalverteilung

@ Essei Xi,...,X, eine Stichprobe aus der Normalverteilung
No(u,0?).

o (n—1)S%/0?% ist x*-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

o Aus

6.3.1 Konfidenzintervall
fiir die Varianz

n—1)S2
W <Xi/2,n—1 < % < X%—Q/Q,n—l) =1l-a

folgt
2 2
W((nwﬂsgzgmns)_la

2 2
Xi—a/2,n—1 Xa/2,n—1
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6.3.1 Konfidenzintervall fiir die Varianz
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Beispiel
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Eine Stichprobe vom Umfang n = 50 aus der Normalverteilung No(0, 4) hat
die Stichprobenvarianz S2 = 4.3949. Das symmetrische
95%-Konfidenzintervall fiir o2 lautet:

G1 =49 - 4.3949/70.2224 = 3.0667
Go =49 - 4.3949/31.5549 = 6.8246

A N ] Werden die Quantile der x2-Verteilung x2(n — 1) durch die Quantile der
Normalverteilung No(n — 1,2(n — 1)) ersetzt, lautet das Konfidenzintervall:

G1 =49 - 4.3949/68.4027 = 3.1483
Go =49 - 4.3949/29.5973 = 7.2760

MATLAB: make KI_normal _varianz.m
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@ Einleitung

© Parametrische Tests

© Anpassungstests
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7.1 Einleitung

@ Einleitung
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7.1 Einleitung

Statistik

Wir beobachten eine Stichprobe X1, ..., X,, aus einer Verteilung F'.

R. Friihwirth
@ Ein Test soll feststellen, ob die Beobachtungen mit einer gewissen

o BRI Annahme iiber F' vertriglich sind.

@ Die Annahme wird als Nullhypothese H, bezeichnet.

o Ist die Form von F' bis auf einen oder mehrere Parameter spezifiziert,
heiBt der Test parametrisch.

@ Ist die Form von F' nicht spezifiziert, heiBt der Test
nichtparametrisch oder parameterfrei.

@ Der Test entscheidet, ob die Stichprobe mit der Hypothese vereinbar
ist, nicht ob die Hypothese richtig ist!

R. Friihwirth Statistik



7.1 Einleitung
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A Allgemeine Vorgangsweise

7.1 Einleitung @ Aus der Stichprobe wird eine TestgroBe (Teststatistik) 7" berechnet.

@ Der Wertebereich von T" wird, in Abhdngigkeit von Hp, in einen
Ablehnungsbereich (kritischen Bereich) C' und einen
Annahmebereich C’ unterteilt.

o Fillt der Wert von T in den Ablehnungsbereich, wird Hy verworfen.
@ Andernfalls wird Hy vorlaufig beibehalten.

o Das ist jedoch keine Bestdtigung von Hy. Es heiBt lediglich, dass die
Daten mit der Hypothese vereinbar sind.

R. Friihwirth Statistik



7.1 Einleitung

Statistik
Signifikanz und Giite
R. Friihwirth

Ul SR o Bei jedem Testverfahren sind zwei Arten von Fehlern moglich.

© Fehler 1. Art: Die Hypothese Hy wird abgelehnt, obwohl sie
zutrifft.

@ Fehler 2. Art: Die Hypothese Hy wird beibehalten, obwohl sie
nicht zutrifft.

@ Die Verteilung von T unter Annahme von Hy wird bestimmt.

@ Der Ablehnungsbereich wird so festgelegt, dass die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art maximal gleich einem Wert o
ist.

@ « heiBt das Signifikanzniveau des Tests. Gingige Werte sind
a = 0.05,0.01,0.005.
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7.1 Einleitung

Statistik

@ Ist der Ablehnungsbereich festgelegt, kann fiir eine Gegenhypothese
H, die Wahrscheinlichkeit 3(H1) eines Fehlers 2. Art berechnet
7.1 Einleitung werden.

e 1 — B(Hy) heiBt die Giite des Tests fiir H;.

o Die Giite sollte nie kleiner als « sein.

R. Frithwirth

o Ist die Giite nie kleiner als «, heiBt der Test unverzerrt.

o Ein Ziel der Testtheorie ist es, unverzerrte Tests mit maximaler Giite
(UMPU) zu konstruieren.
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7.2 Parametrische Tests
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7.2 Parametrische Tests

© Parametrische Tests
o Grundlagen
o Tests fiir normalverteilte Stichproben

@ Tests fiir alternativverteilte Stichproben
o Tests fiir Poissonverteilte Stichproben
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7.2.1 Grundlagen

© Parametrische Tests
o Grundlagen
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7.2.1 Grundlagen

Statistik

@ Wir betrachten eine Stichprobe X;,..., X,, aus einer Verteilung F,

= die bis auf einen oder mehrere Parameter spezifiziert ist.
@ Tests von Hypothesen iiber F' heiBen parametrisch.

7.2.1 Grundlagen o Eine Nullhypothese Hy kann als eine Teilmenge des Parameterraums
© aufgefasst werden.

@ Der Test entscheidet, ob die Stichprobe mit der Hypothese vereinbar
ist.

@ Vor der Anwendung ist zu kldren, ob die angenommene
parametrische Form plausibel ist.
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7.2.1 Grundlagen

7.2.1 Grundlagen

gewshlt.

Zunichst wird die Teststatistik 7" und das Signifikanzniveau «

@ Dann wird der kritische Bereich C' so festgelegt, dass

W(T € C|9 € Ho) <

@ Zu einer Nullhypothese Hy kann eine Gegenhypothese H;
formuliert werden.

@ H; kann ebenfalls als Teilmenge des Parameterraums © aufgefasst

werden.

o Ist das Signifikanzniveau « festgelegt, kann fiir jedes ¢ € H; die
Giite berechnet werden:

o 1 — (V) heiBt die Giitefunktion des Tests.

1—-B8()=W(T € C|9 € Hy)

R. Friihwirth
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7.2.1 Grundlagen

Statistik
Beispiel mit Exponentialverteilung
R. Frithwirth

@ X1,...,X, ist eine exponentialverteilte Stichprobe aus Ex(7).

72.1 Grundiagen o Die Hypothese Hy : 7 = 79 soll anhand der Stichprobe getestet
werden.

o Als Teststatistik 7" wihlen wir das Stichprobenmittel: T = X.
@ Unter Annahme von Hy hat T die folgende Dichte:

0= e ()

e T ist also verteilt gemiB Ga(n,o/n).

@ Hy wird abgelehnt, wenn T' von seinem Erwartungswert , weit
entfernt”, also relativ klein oder relativ groB ist.
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7.2.1 Grundlagen

7.2.1 Grundlagen

o Ein Verwerfungsbereich mit Signifikanzniveau « ist die Menge

C = [07 Qa/2] U [Ql—a/2aoo[

wo @, das Quantil der Ga(n, 70/n)-Verteilung zum Niveau p ist.

o Die Giitefunktion fiir einen Wert 7 ergibt sich durch:
1-8(1)=W(T €C)=G(Qas2) +1-G(Q1-0s2)

wo G die Verteilungsfunktion der Ga(n, 7/n)-Verteilung ist.

@ Der Test ist nicht unverzerrt, da z.B. fiir o = 1 und n = 25

© MATLAB: make_test_exponential mean.m

1— B3(0.986) = 0.0495 < a

R. Friihwirth
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R. Friihwirth Gutefunktion (t=1)

7.2.1 Grundlagen
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1 Tests fiir normalverteilte Stichproben
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7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben

© Parametrische Tests

o Tests fiir normalverteilte Stichproben
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
o i Erwartungswert bei bekannter Varianz

® X1,...,X, ist eine normalverteilte Stichprobe aus No(u,o?) mit
bekanntem o2.
7.2.1 Tests fiir

normalverteilte
Stichproben

o Die Hypothese Hy : = o soll anhand der Stichprobe gegen die
Alternativhypothese H1 : i # po getestet werden.
o Als Teststatistik 7" wihlen wir das Standardscore des
Stichprobenmittels:
7 VX — o)
N o
e Unter Annahme von Hj ist T verteilt gem&B No(0, 1).
e Hy wird abgelehnt, wenn T' von seinem Erwartungswert ,, weit
entfernt”, also relativ klein oder relativ groB ist.

R. Friihwirth Statistik



7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik

o Ein Verwerfungsbereich mit Signifikanzniveau « ist die Menge
R. Friihwirth

c :} - o0, Za/2] U [Zl—a/Qa OO[

wo z, das Quantil der Standardnormalverteilung zum Niveau p ist.

7.2.1 Tests fiir . .
normalverteilte o Die Hypothese H( wird also abgelehnt, wenn

Stichproben
Vi | X = ol
g

|T‘ = > 21,‘1/2

o Die Giitefunktion fiir einen Wert p ergibt sich durch:
1-8(p) =W(T €C)=G(zas2) +1—G(z1-0/2)

wo G die Verteilungsfunktion der No(y/n(u — o)/, 1)-
Verteilung ist.
@ Der Test ist unverzerrt.

@ MATLAB: make_test_normal_mean.m
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7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben

1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Gltefunktion des zweiseitigen Tests @10=1)




7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
— Einseitiger Test

@ Die Hypothese Ho : 1 = o soll mit der Teststatistik 7' gegen die
Alternativhypothese Hi : > po getestet werden.

7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben

o Hy wird abgelehnt, wenn T' ,zu groB" ist.

@ Ein Verwerfungsbereich mit Signifikanzniveau « ist die Menge
C = [z1-a,00]
o Die Hypothese H( wird also abgelehnt, wenn

X _
T:M>Zl—a
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik

o Die Giitefunktion fiir einen Wert p > po ergibt sich durch:

R. Frithwirth

1= Bp) =W €C)=1-G(21_a)

wo G die Verteilungsfunktion der No(y/n(p — po) /o, 1)-
7.2.1 Tests fiir Verte'lung ISt

normalverteilte
Stichproben

o Analog verlduft der Test mit Hy : p < po.

o MATLAB: make_test_normal mean.m
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1 Tests fiir normalverteilte Stichproben
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Gitefunktion des einseitigen Tests (1 =1)
R. Frithwirth 0

—— T

7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
A Erwartungswert bei unbekannter Varianz: T-Test

e X1,...,X, ist eine normalverteilte Stichprobe aus No(u, o?) mit
unbekanntem o2.

e e Die Hypothese Ho : pt = o soll anhand der Stichprobe gegen die
Alternativhypothese H1 : i # po getestet werden.

Stichproben

o Als Teststatistik 7" wihlen wir das Standardscore des
Stichprobenmittels, unter Beniitzung der Stichprobenvarianz S2:

_ V(X — o)
Tff"

e Unter Annahme von Hy ist T verteilt gem&B T(n — 1).

R. Friihwirth Statistik



7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
@ Hy wird abgelehnt, wenn T" von seinem Erwartungswert , weit

R. Friihwirth “ . . . .
entfernt”, also relativ klein oder relativ groB ist.

@ Ein Verwerfungsbereich mit Signifikanzniveau « ist die Menge

o n—1 n—1
7.2.1 Tests fiir C_] 7oo’ta/2] U [tl—a/zvoo[
normalverteilte
Stichproben

wo t;’l das Quantil der T-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden zum
Niveau p ist.

@ Die Hypothese H( wird also abgelehnt, wenn
\/ﬁ |‘Y - M0| n—1

T = s - a2
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik

o Die Giitefunktion fiir einen Wert p ergibt sich durch:

R. Frithwirth

1-8(r)=W(T €C)=G(2a72) +1 - G(z1-0/2)

wo G die Verteilungsfunktion der nichtzentralen
2 Lgestafn T(n — 1,0)-Verteilung mit

normalverteilte
&= v/n(p— po)/S

Stichproben

ist.
@ Der Test ist unverzerrt.

@ MATLAB: make_test_normal mean.m
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Statistik
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7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben

1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Gutefunktion des zweiseitigen t-Tests (1=1)
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
A Gleichheit von zwei Erwartungswerten

e Xi,..., X, und Y1,...,Y, sind zwei unabhdngige normalverteilte
Stichprobe aus No(uq, ) bzw. No(uy, o3).

7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben

o Die Hypothese Hy : pz = iy soll anhand der Stichproben gegen die
Alternativhypothese Hi : i # i1y getestet werden.

@ Sind die Varianzen bekannt, wihlen wir als Teststatistik T" die
Differenz der Stichprobenmittel:

T=X-Y

o Unter Annahme von Hy ist T verteilt gemiB No(0, 02 /n + o7 /m).
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Statistik

R. Frithwirth

7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben

1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

@ Das Standardscore

Voi/n+o2/
ist dann standardnormalverteilt.

e Die Hypothese H( wird also abgelehnt, wenn
|Z| > Zl_a/g
oder _
X Y]

— = s,
Voi/n+oZ/m tmel2
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
@ Sind die Varianzen unbekannt und gleich, kann die Varianz aus der

R kombinierten (,, gepoolten*) Stichprobe geschitzt werden:

(nfl)Sng(mf 1)55
n+m—2

5% =

7.2.1 Tests fiir
normalverteilte

Stichproben @ Unter Annahme von Hj ist
X-Y
\VS2(1/n+1/m)

T-verteilt mit n + m — 2 Freiheitsgraden.

@ Die Hypothese H( wird also abgelehnt, wenn
n+m—2
|T| > tl—a/Q
wo t?f;”/f das Quantil der T-Verteilung mit n +m — 2
Freiheitsgraden ist.
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
- T-Test fiir gepaarte Stichproben

o Gepaarte Stichproben (X1,Y1),...,(Xn,Ys) entstehen, wenn fiir
jedes beobachtete Objekt die selbe GroBe zweimal gemessen wird,
7.2.1 Tests fiir vor und nach einer bestimmten Intervention.

normalverteilte
Stichproben

o Die Wirkung der Intervention wird durch die Differenzen
W;=Y; — X;,i=1,...,n beschrieben.

o Wir nehmen an, dass Wi, ..., W, normalverteilt mit Mittel p., und
unbekannter Varianz o2, ist.

@ Die Hypothese Hy : p, = 0 (keine Wirkung der Intervention) soll
anhand der Stichprobe gegen die Alternativhypothese Hy : pty # 0
getestet werden.

Dies erfolgt mit dem T-Test fiir einzelne Stichproben.
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
S Test der Varianz

@ Xi,...,X, ist eine normalverteilte Stichprobe mit unbekanntem

Erwartungswert 4 und unbekannter Varianz o2.

7.2.1 Tests fiir o Die Hypothese Hy : 02 = o2 soll anhand der Stichprobe gegen die

normalverteilte

Sty Alternativhypothese H : 02 # o} getestet werden.
o Als Teststatistik 7" wahlen wir:
(n—1)8?

T = >
0

o Unter Annahme von Hy ist T x?-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik

@ Die Hypothese Hy wird also abgelehnt, wenn
R. Friihwirth

T< X?x/?,n—l oder T > X?—a/2,n—1

wo X;%,k das Quantil der x2-Verteilung mit k Freiheitsgraden zum

7.2.1 Tests fiir NiVeaU P |St

normalverteilte
Stichproben

o Die Giitefunktion fiir einen Wert o2 ergibt sich durch:
1—B(c”) = G(og/0? - Xay2) + 1 — G(o5 /0% - XT_a)2)

wo G die Verteilungsfunktion der x*(n — 1)-
Verteilung ist.
@ Der Test ist nicht unverzerrt.

@ MATLAB: make_test_normal_variance.m
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Statistik
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7.2.1 Tests fiir
normalverteilte
Stichproben

1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Giitefunktion des zweiseitigen Tests ksé:l)
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik
o i Gleichheit von zwei Varianzen

@ Xi,...,X, und Yi,...,Y,, sind zwei unabhingige normalverteilte
Stichprobe aus No(uz, 02) bzw. No(uy, op).

7.2.1 Tests fiir o Die Hypothese Hy : 02 = 05 soll anhand der Stichproben gegen die

normalverteilte

Sty Alternativhypothese H; : 2 # 05 getestet werden.

@ Die Teststatistik T ist das Verhiltnis der Stichprobenvarianzen:

SQ

T =22
53

o Unter Annahme von Hy ist T F-verteilt gem3B F(n — 1,m — 1).
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7.2.1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik

@ Die Hypothese Hy wird also abgelehnt, wenn
R. Friihwirth

T<Fa/2 oder T>F1_a/2

wo F}, das Quantil der F-Verteilung mit n — 1 bzw. m — 1
2 et Freiheitsgraden zum Niveau p ist.

normalverteilte
Stichproben

o Ist af, = ko2, ergibt sich die Giitefunktion fiir einen Wert k durch:
1—8(r) =G(o3 /0 - Fopo)+1- G(og /o> - Fi_q)2)

wo G die Verteilungsfunktion der F(n — 1, m — 1)-
Verteilung ist.
@ Der Test ist unverzerrt.

@ MATLAB: make_test_normal_variance.m
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1 Tests fiir normalverteilte Stichproben

Statistik

o y Lo 2_ 2
2 ittt Gutefunktion des zweiseitigen Tests @sx—oy)

7.2.1 Tests fiir 0.8
normalverteilte

Stichproben
0.7 N

0.6 i

0.5F b

1-B(k)

0.4r B

0.31 b

0.2 b

0.1r
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1 Tests fiir alternativverteilte Stichproben

Statistik

R. Frithwirth

7.2.1 Tests fiir 9 Parametrische Tests

alternativverteilte
Stichproben

@ Tests fiir alternativverteilte Stichproben
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7.2.1 Tests fiir alternativverteilte Stichproben

Statistik
A Einseitiger Test auf Erwartungswert

@ Xi,...,X, ist eine alternativverteilte Stichprobe aus Al(p).

o Die Hypothese Hy : p < po soll anhand der Stichprobe gegen die
Alternativhypothese H; : p > po getestet werden.

721 Tests fir o Als Teststatistik 7" wahlen wir die Anzahl der Ergebnisse, die 1 sind:
n
r-yox,
i=1

Stichproben
e T ist binomialverteilt gemaB Bi(n, p).

e Hy wird abgelehnt, wenn T' ,,zu groB" ist.

R. Friihwirth Statistik 416/482




7.2.1 Tests fiir alternativverteilte Stichproben

Statistik

o Ist p < po, gilt

R. Frithwirth
“~ (n i n—i
W(T > k) < <i>Po(1po)
i=k

o Die Hypothese Hy wird abgelehnt, wenn

7.2.1 Tests fiir

alternativverteilte n
Stichproben n i n—i
E <‘>p0(1—p0) fa
(2

=T
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Statistik
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7.2.1 Tests fiir
alternativverteilte
Stichproben

7.2.1 Tests fiir alternativverteilte Stichproben

Beispiel

Es gilt:

=9

Die Behauptung des Herstellers |4sst sich also auf einem Signifikanzniveau
von 5 Prozent nicht widerlegen.

Ein Hersteller behauptet, dass nicht mehr als 2 Prozent eines gewissen
Bauteils fehlerhaft sind. In einer Stichprobe vom Umfang 300 sind 9 Stiick
defekt. Kann die Behauptung des Herstellers widerlegt werden?

300
300 ; ;
> ( : ) 0.02°0.98%00—% = 0.1507

MATLAB: make_test_alternative_mean.m

(2

R. Friihwirth

Statistik



7.2.1 Tests fiir alternativverteilte Stichproben

Statistik
N&herung durch Normalverteilung
R. Frithwirth

o Ist n geniigend groB, kann die Verteilung von T durch eine
Normalverteilung No(np, np(1 — p)) angen3hert werden.

e Hy wird abgelehnt, wenn das Standardscore groBer als das
(1 — @)-Quantil der Standardnormalverteilung ist:

7.2.1 Tests fiir
alternativverteilte
Stichproben

T — npo

2> Z1a
v1p(1 = po)

Beispiel
Mit der Angabe des letzten Beispiels ergibt die Ndherung:
Z = 1.2372 < zp.95 = 1.6449

Die Hypothese kann also nicht abgelehnt werden.

MATLAB: make_test_alternative_mean.m
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R. Frithwirth

7.2.1 Tests fiir
Poissonverteilte
Stichproben

1 Tests fiir Poissonverteilte Stichproben

© Parametrische Tests

o Tests fiir Poissonverteilte Stichproben

R. Friihwirth
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7.2.1 Tests fiir Poissonverteilte Stichproben

Statistik
A Einseitiger Test auf Erwartungswert

@ Xi,...,X, ist eine Poissonverteilte Stichprobe aus Po(}).

o Die Hypothese Hp : A < Ao soll anhand der Stichprobe gegen die
Alternativhypothese Hi : A > Ao getestet werden.

@ Als Teststatistik T' wihlen wir die Stichprobensumme:

7.2.1 Tests fiir

n
Poissonverteilte 2 :
Stichproben T= Xi
=1

o T ist Poissonverteilt gemaB Po(n)).
e H, wird abgelehnt, wenn T',,zu groB" ist, also wenn

T > Plfa,n)\

wo Pi_q na das (1 — a)-Quantil der Poissonverteilung Po(n)) ist.
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7.2.1 Tests fiir
Poissonverteilte
Stichproben

7.2.1 Tests fiir Poissonverteilte Stichproben

Beispiel

Ein Hersteller strebt an, dass in einer Fabrik taglich im Mittel nicht mehr als
25 defekte Bauteile hergestellt werden. Eine Stichprobe von 5 Tagen ergibt
28,34,32,38 und 22 defekte Bauteile. Hat der Hersteller sein Ziel erreicht?

Es gilt:
T = 154, P0.997125 =152

Die Hypothese lasst sich also auf einem Signifikanzniveau von 1 Prozent
oder mehr widerlegen.

MATLAB: make_test_poisson_mean.m
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7.2.1 Tests fiir Poissonverteilte Stichproben

Statistik
N&herung durch Normalverteilung
R. Frithwirth

o Ist n geniigend groB, kann die Verteilung von T durch eine
Normalverteilung No(n\, n\) angenihert werden.

e Hy wird abgelehnt, wenn das Standardscore groBer als das
(1 — @)-Quantil der Standardnormalverteilung ist:

T—n)\o >

7.2.1 Tests fiir 7 =
Poissonverteilte -

Z1—

Stichproben n\o 1me

Beispiel

Mit der Angabe des letzten Beispiels ergibt die Ndherung:
Z = 2.5938 > z0.99 = 1.6449

Die Hypothese kann also auf einem Signifikanzniveau von 1 Prozent
abgelehnt werden.

MATLAB: make_test_poisson mean.m
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7.3 Anpassungstests

Statistik

R. Frithwirth

7.3 Anpassungstests

© Anpassungstests
o Der Chiquadrat-Test
@ Der Kolmogorov-Smirnov-Test
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7.3 Anpassungstests

Statistik
o @ Ein Test, der die Hypothese iiberpriift, ob die Daten einer gewissen

= Verteilung entstammen kdnnen, heiBt ein Anpassungstest.

@ Die Verteilung kann véllig oder bis auf unbekannte Parameter
bestimmt sein.

7.3 Anpassungstests

o Ein Anpassungstest kann einem parametrischen Test vorausgehen,
um dessen Anwendbarkeit zu iiberpriifen.

R. Friihwirth Statistik



7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Statistik

R. Frithwirth

7.3.1 Der
Chiquadrat-Test

© Anpassungstests
o Der Chiquadrat-Test

R. Friihwirth
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7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Statistik
- Der Chiquadrat-Test fiir diskrete Beobachtungen

@ Die Stichprobe X1,..., X, entstammt einer diskreten Verteilung mit

Wertebereich {1,...,k}.
7.3.1 Der o Wir testen die Hypothese Hy, dass die Dichte f die Werte
Chiquadrat-Test f(]) — pj,j — 17 o k hat:

Ho W(XZZJ) :pj,jzl,...,k‘
gegen
H: W(Xl :_j) #pj,fﬂr ein _]
o Es sei Y; die Zahl der Beobachtungen, die gleich j sind.

@ Unter der Nullhypothese ist Y1, ..., Ysx multinomial verteilt gemaB
Mu(n, pr, . ., pi) und E[Y;] = np;.

R. Friihwirth Statistik



7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Statistik

@ Die TestgroBe vergleicht die beobachteten Haufigkeiten Y; mit ihren

R. Frithwirth
Erwartungswerten:

k
T=%" (Y, — np;)?
~  np

7.3.1 D . . .
(s @ Die Nullhypothese wird verworfen, wenn T' groB ist.

@ Der kritische Bereich kann nach dem folgenden Ergebnis bestimmt
werden:

Unter Annahme der Nullhypothese ist die Zufallsvariable T'
asymptotisch, d.h. fiir n — oo, x?-verteilt mit & — 1 Freiheitsgraden.
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7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Statistik

@ Soll der Test Signifikanzniveau o haben, wird Hy abgelehnt, wenn
R. Frithwirth

T> X%—a,k—l

wo Xia,k das Quantil der x2-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden

7.3.1 Der zum Niveau 1 — « ist.
Chiquadrat-Test

@ Der Grund dafiir, dass T nur k — 1 Freiheitsgrade hat, ist der lineare
Zusammenhang zwischen den Yj:

k
Sv=n
j=1
o Als Faustregel gilt: n sollte so groB sein, dass np; > 5,7 =1,...,k.

@ Ist das nicht erfiillt, sollte der Ablehnungsbereich durch Simulation
bestimmt werden.
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7.3.1 Der
Chiquadrat-Test

7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Beispiel

Wir testen anhand einer Stichprobe vom Umfang 50, ob ein Wiirfel
symmetrisch ist, d.h. ob die Augenzahl X folgende Verteilung hat:

W(X:l):,..:W(X:G):%

Eine Simulation von N = 100000 Stichproben ergibt:
T =5.000, S% =9.789

Das 0.95-Quantil der x2-Verteilung mit fiinf Freiheitsgraden ist
X§.05,5 = 11.07, und
W(T > 11.07) = 0.048

MATLAB: make_chi2test_wuerfel.m
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7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Statistik
- Der Chiquadrat-Test fiir stetige Beobachtungen

@ Die Stichprobe X1,..., X, entstammt einer stetigen Verteilung F'.

o Wir testen die Hypothese Hy : F'(z) = Fy(z).
[, o Dazu wird der Wertebereich von X in k Gruppen G1,...,Gk
eingeteilt.

@ Es sei Y; die Zahl der Beobachtungen in Gruppe G;.

@ Unter der Nullhypothese ist Y1, ..., Yy multinomial verteilt gemaB
Mu(n, p1,-..,pr) und E[Y;] = np;, mit

pi = W(X S Gj|H())

Der Test verlauft weiter wie im diskreten Fall.
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7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Statistik
— Unbekannte Parameter

@ Die Nullhypothese muss nicht vollstandig spezifiziert sein. Wir
betrachten den Fall, dass die p; noch von unbekannten Parametern

2 19 abh&ngen:

Chauacnat Test W(X € Gj) = p;(¥9)

o Die Statistik 7" ist nun eine Funktion der unbekannten Parameter:

k 2
_ -—np] 9))

np; (Y

@ Zunichst werden die Parameter geschitzt, durch ML-Schétzung oder
Minimierung von T _
Y = arg mﬁin T(9)
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7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Statistik

@ Der kritische Bereich kann nach dem folgenden Ergebnis bestimmt
werden.

R. Frithwirth

73.1 Der Werden m Parameter aus der Stichprobe geschitzt, so ist T'(«9)
ShiauadErTEs asymptotisch y-verteilt mit k — 1 — m Freiheitsgraden.

@ Soll der Test Signifikanzniveau a haben, wird Hy abgelehnt, wenn
T Z X%—a,k—l—m

wo Xia,k das Quantil der x2-Verteilung mit k — 1 —m
Freiheitsgraden zum Niveau 1 — « ist.
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7.3.1 Der
Chiquadrat-Test

7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Beispiel

Angabe: Die Zahl der Arbeitsunfille wurde in einem groBen Betrieb iiber 30
Wochen erhoben. Es ergaben sich folgende Werte:

X ={8,0,0,1,3,4,0,2,12,5,1,8,0,2,0,
17 9’ 37 47 5’ 37 374’ 77 47 0’ 17 27 1’ 2}

Es soll die Hypothese iiberpriift werden, dass die Beobachtungen
Poisson-verteilt gemiB Po()) sind.

Losung: Die Beobachtungen werden in fiinf Gruppen eingeteilt:

Gruppe 1 2 3 4 )
X 0 1 23 45 >5

Die Haufigkeiten der Gruppen sind:
Y1 =6,Y2=5Y3=8,Ys1=6,Y5 =5
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7.3.1 Der
Chiquadrat-Test

7.3.1 Der Chiquadrat-Test

Beispiel (Fortsetzung)

Der Schatzwert fiir A ist das Stichprobenmittel:

A = 3.1667

Die Erwartungswerte der Y; unter Annahme von Ho = Po(X) sind:

j 1 2 3 4 5
E[Y;] 12643 4.0037 13.0304 8.6522 3.0493

Die TestgroBe T ist gleich
T =21.99

Das 99%-Quantil der x2-Verteilung mit drei Freiheitsgraden ist gleich
X(2),99,3 = 11.35. Die Hypothese, dass die Beobachtungen Poisson-verteilt
sind, ist also abzulehnen.

MATLAB: make_chi2test_poisson.m
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7.3.1 Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Statistik

R. Frithwirth

7.3.1 Der Kolmogorov-
Smirnov-Test

© Anpassungstests

@ Der Kolmogorov-Smirnov-Test

R. Friihwirth K 436/482



7.3.1 Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Statistik
— Eine Stichprobe

o Die Stichprobe X1,..., X, ist aus der stetigen Verteilung mit
Verteilungsfunktion F'.

o Wir testen die Hypothese Hy : F(z) = Fo(x).
7.3.1 Der Kolmogorov- o Die TestgroBe D,, ist die maximale absolute Abweichung der

Smirnov-Tes
; empirischen Verteilungsfunktion F,,(z) der Stichprobe von der
hypothetischen Verteilungsfunktion Fy(x):

D, = max |En(z) — Fo(z)|

o Fiir Stichproben aus Fj ist die Verteilung von D,, unabhingig von
ay

o Fiir Stichproben aus Fy strebt die Verteilungsfunktion von /nD,, fiir
n — 0o gegen:

e}

K(z) =1-2) (~1)Fle 2"

k=1
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7.3.1 Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Statistik
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7.3.1 Der Kolmogorov-
Smirnov-Test
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7.3.1 Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Statistik
@ Aus der asymptotischen Verteilungsfunktion kénnen Quantile K;1_,

R. Frithwirth
berechnet werden.

@ Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn
VnDp > Ki_q

7:3.1 Der Kolmogorov- @ Werden vor dem Test Parameter von Fy geschétzt, sind die Quantile
mirnov-Test
nicht mehr giiltig.

@ In diesem Fall muss der Ablehnungsbereich durch Simulation
ermittelt werden.

MATLAB: Funktion kstest

R. Friihwirth Statistik



7.3.1 Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Statistik
— Zwei Stichproben

o Wir testen, ob zwei Stichproben vom Umfang n bzw. m aus der
gleichen Verteilung F' stammen.

@ Die TestgroBe ist die maximale absolute Differenz der empirischen

7.3.1 Der Kolmogorov- Verteilungsfunktionen:

Smirnov-Test

Dy = max |F, (z) — Fp(2)]

@ Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn

nm

Dn,m > Klfa
n+m

o MATLAB: Funktion kstest?2
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Teil 8

Regressionsanalyse
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Teil 8: Regressionsanalyse
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@ Einleitung

© Einfache Regression

© Mehrfache Regression
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8.1 Einleitung

Statistik
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8.1 Einleitung

@ Einleitung
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8.1 Einleitung

Statistik
o Regressionsanalyse untersucht die Abhangigkeit der Beobachtungen

von diversen bekannten (nicht zufélligen) Variablen.

R. Frithwirth

Gl BRI o Einflussvariable (unabhingige Variable) = = (z1,...,,).

o Ergebnisvariable (abhingige Variable) Y.
@ Regressionsmodell:
Y =f(Bzx)te
mit Regressionskoeffizienten B und Fehlerterm e.
o Ziel ist die Schitzung von B anhand von Beobachtungen Y7,...,Y,.

o Eine Einflussvariable: einfache Regression;
Mehrere Einflussvariable: mehrfache (multiple) Regression.
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8.2 Einfache Regression

Statistik

R. Frithwirth

8.2 Einfache Regression

© Einfache Regression
@ Lineare Regression
o Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle
@ Robuste Regression
@ Polynomiale Regression
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8.2.1 Lineare Regression
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8.2.1 Lineare Regression

© Einfache Regression
@ Lineare Regression

446/482



Statistik

R. Frithwirth

8.2.1 Lineare Regression

8.2.1 Lineare Regression

@ Das einfachste Regressionsmodell ist eine Gerade:
Y =a+Bz+e, E[g]=0, varle] = o°

@ Es seien nun Y7,...,
Einflussvariablen x.

Y, die Ergebnisse fiir die Werte x1,...,z, der

@ Die Schatzung von « und 3 kann nach dem Prinzip der kleinsten
Fehlerquadrate erfolgen.

o Die folgende Zielfunktion wird minimiert:

Sszf:(

Y; — o — Ba;)?

o Gradient von SS:

ass _ —QZ _

885’

— Bzi),

—221:1

Yi — o — Bzi)
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8.2.1 Lineare Regression

Statistik

@ Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:

iYi =na+ Bimi

=1 =1
Xn:xiYi = azn:aci +ﬂzn:$?
=1 i=1 =1

R. Frithwirth

8.2.1 Lineare Regression

o Die geschatzten Regressionskoeffizienten lauten:
n = n

Do Y =T Y
>y @ —na?

Y - 8z
B.

B:

[oN
Il

e Es gilt E[@] = a und E[3] =
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8.2.1 Lineare Regression

Statistik
@ Die Varianz des Fehlerterms wird erwartungstreu geschatzt durch:

1 n

.2 2
_ SR
7 n—24 ¢

R. Frithwirth

8.2.1 Lineare Regression
mit
Ri=Y:—-Y;, Yi=da+ Bz
o Kovarianzmatrix der geschitzten Regressionkoeffizienten:
> i a > Ti
n (Y a2 — nz?) n (Y a2 — nz?)

in 1

T n (X 22 — nz?) S x? — nz?

Covla, f] = o
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8.2.1 Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistik

@ Ist 8 =0, hdangt das Ergebnis iiberhaupt nicht von den
Einflussvariablen ab.

o Ein Test der Nullhypothese Hy : 8 = 0 gegen H; : 8 # 0 beruht auf
dem folgenden Satz:

R. Frithwirth

8.2.1 Tests, Konfidenz-

und Prognoseintervalle
Satz

Ist € normalverteilt, so sind

a-a (-8
6a G5

T-verteilt mit n — 2 Freiheitsgraden, wobei

2o O°xa o &
¢ n(>z?—nx2) P Y 2? —nz?

g =
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8.2.1 Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistik

@ Die Nullhypothese Hy : 8 = 0 wird abgelehnt, wenn die TestgroBe

R. Frithwirth

T B
93
8.2.1 Te , Konfidenz- . . . .
ol Progmaseimtenalle relativ klein oder relativ groB ist, also wenn
|/6 n—2
N > tlfoz/2
B8

wo t;_z das Quantil der T-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden zum
Niveau p ist.
o Ein analoger Test kann fiir die Nullhypothese Hy : aa = 0
durchgefiihrt werden.
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8.2.1 Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistik

@ Die symmetrischen Konfidenzintervalle mit 95% Sicherheit lauten:
R. Friihwirth

ai&d-t{tjm, ﬁj:aﬁ 1a/2

Fiir n > 30 konnen die Quantile der T-Verteilung durch Quantile der
8.2 1NLests ontidens Standardnormalverteilung ersetzt werden.

und Prognoseintervalle

Es soll nun das Ergebnis Yo = Y (zo) fiir einen bestimmten Wert x¢
der Einflussvariablen x prognostiziert werden.

@ Der Erwartungswert von Yj ist

E[Yo] = & + Bzo

Die Varianz von E[Yp] ergibt sich mittels Fehlerfortpflanzung:

1, (—m0)®

var[E[Yy]] = o° S it
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8.2.1 Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistik

e Da Y um seinen Erwartungswert mit Varianz o2 streut, ergibt sich:
R. Friihwirth

2 n—|—1+ (Z — m0)?
n S a2 — nx?

var[Yo] = o

8.2.1 Tests, Konfidenz- @ Das symmetrische Prognoseintervall fiir Yo mit Sicherheit « ist daher
und Prognoseintervalle )
gleich:

S ne2 . [n+1 (Z — x0)?
&+ Bxotti_, 50 " +Zw2—m’62

R. Friihwirth < 454/482



8.2.1 Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistik
o @ Die Angemessenheit des Modells kann durch Untersuchung der

R studentisierten Residuen (Restfehler) iiberpriift werden.

@ Das Residuum Ry hat die Varianz

2 _ 1 (zr — 7)°

8.2.1 Tests, Konfidenz- var[Rg] = o n_ W
2 _

und Prognoseintervalle

o Das studentisierte Residuum ist dann

o Es hat Erwartung 0 und Varianz 1.
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Regressionsgerade und studentisierte Residuen
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8.2.1 Robuste Regression

Statistik

@ Als LS-Schatzer ist die Regressionsgerade nicht robust, d.h.

R. Friihwirth empfindlich gegen AusreiBer.

150
L) 170 e Daa
O Outlier
140 160 | —— LSw/o outlier
— LSwithoutlier
8.2.1 Robuste Regression 130 150
140
120
> > 130

110

-
-
100 110 —
oS o //
®— ®
%0 100
3
20
%0 o
40 45 50 55 60 40 50 60 70 80 20 100 110
X X

Lineare Regression mit AusreiBern
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8.2.1 Robuste Regression

Statistik

LMS (Least Median of Squares): Anstatt der Summe der
Fehlerquadrate wird der Median der Fehlerquadrate minimiert.

R. Friihwirth
o “Exact fit property”: Die LMS-Gerade geht durch zwei Datenpunkte.
@ Berechnung kombinatorisch.

o LTS (Least Trimmed Squares): Es wird die Summe einer festen
Anzahl h < n von Fehlerquadraten minimiert.

@ Berechnung iterativ (FAST-LTS).

Beide Methoden gehen auf P. Rousseeuw zuriick.

8.2.1 Robuste Regression
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8.2.1 Robuste Regression

Statistik
R. Frithwirth L] 170 e Data
O Outlier
140 160} —— LSw/o outlier
— LSwith outlier
—LMS

150

130 LTS (75%)
140
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> > 130
8.2.1 Robuste Regression
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Robuste Regression mit AusreiBern
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8.2.1 Polynomiale Regression

Statistik
@ Ist der Zusammenhang zwischen x und Y nicht annadhernd linear,

R. Friihwirth .
kann man versuchen, ein Polynom anzupassen.

@ Das Modell lautet dann:
Y = Bo+ fix 4 fox® + -+ Bz’ +e, Elg] =0, varle] = o?

o Es seien wieder Y1,...,Y,, die Ergebnisse fiir die Werte z1,...,%n
der Einflussvariablen x.

8.2.1 Polynomiale
Regression

@ In Matrix-Vektor-Schreibweise:

Y =XB8+¢
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8.2.1 Polynomiale Regression

Statistik

@ Die folgende Zielfunktion wird minimiert:
R. Friihwirth

SS=(Y -XB)" (Y - Xp)

@ Gradient von SS:

988 o1
8.2.1 Polynomiale B)] =-2X (Y - X/B)

Regression

@ Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:
xTy =x"xg

@ Die Losung lautet:
8= (XTX) -1xXTy
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8.2.1 Polynomiale Regression

Statistik
@ Die Varianz des Fehlerterms wird erwartungstreu geschatzt durch:

1 n
~2 z: 2
g = —— R
n—r—lil ¢

R. Frithwirth

mit A R R
8.2.1 Polynomiale R=Y-Y, Y=X3

Regression

o Kovarianzmatrix der geschitzten Regressionkoeffizienten:
Cov[@] = o (XTX) -t
@ Kovarianzmatrix der Residuen R:

Cov[R] = o [I -X (XTX) ’1XT]
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omiale Regression
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8.2.1 Polynomiale
Regression

20

Regressionsparabel und studentisierte Residuen
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8.3 Mehrfache Regression

© Mehrfache Regression

@ Das lineare Modell

o Schitzung, Tests und Prognoseintervalle
@ Gewichtete Regression
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8.3.1 Das lineare Modell

Statistik
@ Hangt das Ergebnis Y von mehreren Einflussvariablen ab, lautet das

R. Friihwirth . . .
einfachste lineare Regressionmodell:

Y = Bo+ i1 + Bezr + - - + Brar + €, E[€] =0, Var[g] = g2

Rl o Es seien wieder Y1, ...,Y,, die Ergebnisse fiir n Werte x4, ..., x, der
Einflussvariablen © = (z1,...,z.).

@ In Matrix-Vektor-Schreibweise:

Y =XB+¢
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8.3.1 Schatzung, Tests und Prognoseintervalle
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8.3.1 Schitzung, Tests
und Prognoseintervalle
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8.3.1 Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistik

@ Die folgende Zielfunktion wird minimiert:
R. Friihwirth

SS=(Y -XB)" (Y - Xp)
o Gradient von SS:

8.3.1 Schitzung, Tests @ = _QXT(Y —-X9)

und Prognoseintervalle 818 -
@ Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:
xTy =x"xg

@ Die Losung lautet:
8= (XTX) -1xXTy
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8.3.1 Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistik
@ Die Varianz des Fehlerterms wird erwartungstreu geschatzt durch:

1 n
~2 z: 2
g = —— R
n—r—lil ¢

R. Frithwirth

mit
8.3.1 Schitzung, Tests

und Prognoseintervalle R=Y-Y, Y=Xg

o Kovarianzmatrix der geschatzten Regressionskoeffizienten:
Cov[@] = o (XTX) -t
@ Kovarianzmatrix der Residuen R:

Cov[R] = o [I -X (XTX) ’1XT]
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8.3.1 Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistik

@ Ist Bx = 0, hdngt das Ergebnis iiberhaupt nicht von den
Einflussvariablen zj, ab.

o Ein Test der Nullhypothese Hy : B = 0 gegen H; : ) # 0 beruht
auf dem folgenden Satz:

8.3.1 Schitzung, Tests
und Prognoseintervalle Satz

Ist € normalverteilt, so ist

R. Frithwirth

Br — B
94,

T-verteilt mit n — r — 1 Freiheitsgraden, wobei &Ek das k-te

Diagonalelement der geschatzten Kovarianzmatrix

&2 (XTX) =

R. Friihwirth Statistik



8.3.1 Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistik

o Die Nullhypothese Hy : 5 = 0 wird abgelehnt, wenn die TestgroBe

R. Frithwirth

relativ klein oder relativ groB ist, also wenn
8.3.1 Schitzung, Tests
und Prognoseintervalle N

| B | —r1
5'6” > t?7£/2
k

wo t;fz das Quantil der T-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden zum
Niveau p ist.

@ Das symmetrische Konfidenzintervall fiir 3 mit 95% Sicherheit
lautet: .

Br 65 110
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8.3.1 Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistik
Es soll nun das Ergebnis Yo = Y (o) fiir einen bestimmten Wert

xo = (xo1,. .., Tor) der Einflussvariablen prognostiziert werden.

R. Frithwirth

o Wir erweitern o um den Wert 1: 1 = (1, zo1, . . ., Tor)-

o Der Erwartungswert von Yj ist dann
8.3.1 Schitzung, Tests E[YO] =z, - /@

und Prognoseintervalle

@ Die Varianz von E[Yp] ergibt sich mittels Fehlerfortpflanzung:

var[E[Vo]] = o’z (XTX) T

R. Friihwirth Statistik



8.3.1 Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistik

e Da Y um seinen Erwartungswert mit Varianz o2 streut, ergibt sich:
R. Friihwirth

var[E[Yo]] = o> [1 o, (xTx) _1w+T]

@ Das symmetrische Prognoseintervall fiir Yy, mit Sicherheit « ist daher

leich:
8.3.1 Schitzung, Tests g eic

und Prognoseintervalle zi B+ t’ll:s/*;(}\/l +x, (XTX) 1, T
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8.3.1 Gewichtete Regression

Statistik
@ Im allgemeinen Fall kénnen die Fehlerterme eine beliebige

o Kovarianzmatrix haben:
Y =XB+¢e, Covle]=V
@ Ist V bekannt, lautet die Zielfunktion:
521 Gevicte §S=(Y -XB)"G(Y —-XB8), G=V'

o Gradient von SS:

R R
o5 — XG(Y -Xp)

@ Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:
xTay =XTGXxg
@ Die L6sung lautet:

8= (XTGX) 1XTqy

R. Friihwirth Statistik



8.3.1 Gewichtete Regression

Statistik

o Kovarianzmatrix der geschatzten Regressionskoeffizienten:
R. Friihwirth

Cov[] = (XTGX) -1
o Kovarianzmatrix der Residuen R:

Cov[R] =1-X (XTGX) —1xT

@ Tests und Prognoseintervalle kdnnen entsprechend modifizert werden.

R. Friihwirth



8.3.1 Nichtlineare Regression
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8.3.1 Nichtlineare
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8.3.1 Nichtlineare Regression

Statistik
o o In der Praxis ist die Abhingigkeit der Ergebnisse von den

R. Friihwirth . . . .
Regressionskoeffizienten oft nichtlinear:

Y =h(B)+e, Covie]=V
@ Ist V bekannt, lautet die Zielfunktion:

S5 =[Y ~ h(8)"GY ~h(8)], G=V"

8.3.1 Nichtlineare . .. .
Regression @ SS kann mit dem GauB-Newton-Verfahren minimiert werden.

@ Dazu wird h an einer Stelle By linearisiert:

h(B) ~ h(Bo) + H(B — Bo) = c + HB, H= P
8’8 Bo
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8.3.1 Nichtlineare Regression

Statistik

o Die Schitzung von 3 lautet:

R. Frithwirth

8= (HTGH) “HTG(Y - )

@ h wird neuerlich an der Stelle 31 = ,é linearisiert.

o Das Verfahren wird iteriert, bis die Schatzung sich nicht mehr
wesentlich dndert.

g MEGEEe Es gibt noch viele andere Methoden zur Minimierung von SS.

Regression

R. Friihwirth Statistik
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