Einfiihrung in die Finite Elemente Methoden -
Rechenbeispiel

Problemstellung

Sie haben die Aufgabe die in Abbildung 1 gezeigte Lochplatte unter einer einachsiger Belas-
tung auszulegen. Um ein Versagenskriterium an den kritischen Stellen der Platte anwenden zu
konnen, benétigen Sie die Kenntnis iiber das vorliegende Spannungsfeld. Die Platte hat eine
Linge und Breite von @ = 1 m eine Dicke von A = 10 mm und einen Lochdurchmesser
von d = 40 mm. Da die folgende Analyse unter der Annahme linearisierter Verzerrungen und
eines linear-elastischen Materialgesetzes erfolgen soll, ist die Losung proportional zur aufge-
brachten Spannung 0. Es ist folglich méglich die Losung fiir 0g = 1 MPa zu berechnen und
anschliefend die Losung auf jede gewiinschte Spannung zu skalieren. Das isotrope Materialver-
halten ist durch die elastischen Konstanten £/ = 210 GPa und v = 0.3 gegeben.

Abbildung 1: Lochplatte.

Ebener Spannungszustand. Da die Dicke A der Platte sehr klein gegeben iiber deren Linge
und Breite @ ist, und die Belastung nur in der Plattenebene angebracht wird, lasst sich das
Problem durch die Annahme eines ebenen Spannungszustand vereinfachen. Die Annahmen fiir
den ebenen Spannungszustand lauten:

Oxx = Ouy =
Oyy = Oxz =
O-X}f = O-yz =

Die Losung ist dadurch vollstindig durch die Lésung der Mittelebene (2 = 0) definiert und
héngt somit nur von & und ¥y ab. Das Randwertproblem ist folglich nur noch ein zweidimen-

sionales Problem. Die lokale Gleichgewichtsbedingung mit o = (aXX Oyy ny) lautet
d'g=—-¢q

Dabei ist d die Differentialoperatormatrix fiir den ebenen Spannungszustand, gegeben durch
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Mit der Differentialoperatormatrix lassen sich auch die linearisierten Verschiebungs-Verzerrungs-

beziehungen mit QT = <5xx Eyy QSXY) und @7 = (u U) durch

e =du, EZZfO

ausdriicken. Das Materialgesetz fiir den ebenen Spannungszustand ist durch

Oxx E 1 v O Exx
oyy | = Eg = 1—.2 |7 L0 Eyy
Oy 00 ) \ 2

gegeben. Zusétzlich werden noch Randbedingungen bendétigt um das zugehorige Randwertprob-
lem zu losen. Diese lauten

Uyy(x7y =a/2) = _Jyy<xv y = —a/2) = oy. (1)

Setzt man die Verschiebungs-Verzerrungsbeziehung in das Materialgesetz und dieses in die
lokale Gleichgewichtsbedingung ein, erhélt man

d'Edi=—q @)

Die Losung des Problems erhélt man nun in Form des Verschiebungsfelds, dass die partielle
Differentialgleichung in Gleichung 2 und gleichzeitig die Randbedingungen aus Gleichung 1
erfiillt.

Analytische Losung

Fiir den Fall einer unendlich ausgedehnten Platte, gibt es eine analytische Lésung des Prob-
lems. Die x-Komponente des 16senden Verschiebungsfeldes ist in Abbildung 2b und die yy-
Komponente des resultierenden Spannungsfelds ist in Abbildung 2a dargestellt. Sind die Abmes-
sungen der Platte sehr grof§ gegeniiber des Lochdurchmessers, lasst sich die analytische Losung
als Vergleich zu einer Losung mittels der Finite Elemente Methode heranziehen. Im folgenden
wollen wir den in Abbildung 2b als blaue Linie markierten Verlauf von u entlang der x-Achse
zur genaueren Untersuchung verwenden.
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(a) oyy-Spannungsfeld (b) ux-Verschiebungsfeld

Abbildung 2: Vektorfelder der analytischen Losung in der unmittelbare Umgebung des Lochs.



Finite Elemente Approximation des Verschiebungsfelds

Fiir komplexe Geometrien lésst sich hidufig keine analytische Losung fiir die partielle Differ-
entialgleichung aus Gleichung 2 finden und es miissen numerische Methoden verwendet wer-
den um die Losung zu approximieren. Sehr populér ist die Finite Elemente Methode, mit der
nun im Folgenden das beschriebene Randwertproblem gelést werden soll. Die Losung wird bei
der Finiten Elemente Methode dabei als Funktion der Verschiebungen an diskreten Punkten
(Knoten) im Bauteil gesucht. Das Verschiebungsfeld % dazwischen wird mithilfe dieser Knoten-
punktsverschiebungen U durch auf endlich grofe Teilbereiche (Finite Elemente) beschrinkte

Interpolationsfunktionen go(e) durch den Zusammenhang
~ (T u (e)
i(x,y,2) = < (3)

interpoliert. Das Vorgehen soll nun anhand der Abbildung 3 verdeutlicht werden. Die rote
Kurve stellt den in Abbildung 2b markierten Verlauf der analytischen Losung der Verschiebung
u entlang der 2-Achse dar. Die blau strichlierte Kurve stellt die Finite Elemente Losung dar, die
im Laufe dieser Recheniibung erarbeitet werden soll und zu diesem Zeitpunkt strenggenommen

noch unbekannt ist. Sie ist in Form der Knotenpunktsverschiebungen U, ge) , U, ;6) , U, ée)
der Knoten bei y = (—4.0, —3.0, —2.0) gegen. Der Beitrag der Knotenpunktsverschiebung

U, Z(e) wird durch die Multiplikation dieser mit der zugehdrigen Interpolationsfunktion ¢, ;
bestimmt. Die einzelnen Beitrdge der drei Knoten sind durch die griine, violette und orange
Kurve dargestellt. Die Summe der einzelnen Beitréage ergibt schlussendlich die strichlierte Finite
Elemente Losung. Durch dieses Vorgehen ist das Verschiebungsfeld 4 nun vollsténdig durch die
Knotenpunktsverschiebungen U definiert und diese dienen als Unbekannte die es im Folgenden
zu bestimmen gilt. Diese Form der Approximation erfordert, dass die Interpolationsfunktionen

die Bedingung
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erfiillen.
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Abbildung 3: Finite Elemente Approximation des Verschiebungsfelds.



Ablauf Finite Elemente Analyse

Da die Geometrie, die Belastung, das Material und die Losung des gegeben Problems sym-
metrisch beziiglich der Z- und y-Achse sind, geniigt es nur ein Viertel des Modells zu betracht-
en. Um die Symmetrie der Losung zu gewéhrleisten, miissen jedoch entsprechende Symmetrie-
Randbedingungen entlang der x- und y-Achse verwendet werden. Im néichsten Schritt muss das
zu losende Gebiet diskretisiert, also in viele Finite Elemente unterteilt werden. Dieser Vorgang
wird Vernetzung genannt. In Abbildung 4a und 4b sind eine grobe und eine feine Vernetzung
eines Viertels der Lochplatte zu sehen.

(a) Grobe Vernetzung. (b) Feine Vernetzung.
Abbildung 4: Diskretisierung des zu l6senden Problems.
Nachdem das Modell vernetzt ist, beginnt der eigentliche Losungsvorgang. Dieser setzt sich

aus folgenden Teilschritten zusammen, auf die im anschliefenden Teil des Beispiels weiter einge-
gangen wird.



Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix

Zu Beginn des Losungsvorgangs muss die Elementsteifigkeitsmatrix fiir jedes Element berech-
net werden. Dies beinhaltet die Auswertung eines Integrals, welches in der Regel in ein lokales,
normiertes Koordinatensystem (isoparametrische Elemente) transformiert wird. Die dazu er-
forderlichen Schritte sollen nun anhand des Elements (120) in der Abbildung 5 demonstriert
werden.

Prinzip der virtuellen Arbeit

Im Zuge der verschiebungsorientierten Finite Elemente Methode reduziert man die Anforderung
an die Losung des Verschiebungsfelds in der Form, dass es die Gleichgewichtsbedingungen nicht
mehr im differentiellen Sinne wie in Gleichung 2, sondern nur noch im integralen Sinne iiber den
betrachteten Korper erfiillen muss. Dies entspricht dem Prinzip der virtuellen Arbeit (P.d.v.A.),
das besagt, dass ein Korper im Gleichgewicht ist, wenn die virtuelle Arbeit der inneren und
auBeren Krafte bei einer beliebigen virtuellen Verschiebung aus der Gleichgewichtslage gleich

Null ist: S gA(a) " SAN - O
JAW = & E\-S&’-\ + j'ﬁ‘b-é’ﬁ;Jo—rj qva?J\/ (4)
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Schneidet man ein einzelnes Element aus dem Korper frei, wobei die zuvor wirkenden inneren
Kréfte nun als duflere Krifte auf das Element wirken und geht davon aus, dass diese inneren
Krifte und die an sich wirkenden dufleren Kréfte nur an den Element-Knoten angreifen, gilt
das P.d.v.A. in der Form

T (¢ CG)T (e)
S\/\@) % °% AV = E y’u“ R

auch auf der Elementebene. Allerdings gilt dies nur, wenn zuvor alle Volumens- oder Ober-
flachenkraftdichten in konsistenter Weise in Einzelkréafte umgerechnet wurden. Leitet man nun
die Interpolationsfunktionen aus Gleichung 3 mithilfe des Differentialoperators d ab, erhiilt

man die Verzerrungsinterpolationsmatrix ( T
&
DO = El: (% ,2) (7)

mit der sich die Verzerrungen £ und die virtuellen Verzerrungen 0¢ durch
_ Dce) U o)
£ = b
L
e = D9 <u
o~ ~

aus den Knotenpunktsverschiebungen und den virtuellen Knotenpunktsverschiebungen berech-
nen lassen. Damit lasst sich Gleichung 6 zu

e)



. . e . . .
umformen. Und da die einzelnen Komponenten von 0/ () einzeln variiert werden kénnen, muss

gelten. Setzt man nun das Hook’sche Gesetz ohne Wiarmespannunen ein und transponiert die
ganze Gleichung erhélt man
(¢)

oy
S\r,,ve) 26 Egdul=K

P ad
Durch Verwendung der Dehnungsinterpolationsmatrix kommt man auf den Ausdruck fiir die
Elementsteifigkeitsmatrix:

I LC)
K= D, 060 ~ ER7 v s)
mit der schlieBSlich auf Elementebene

K(Qu F‘

gilt.

Isoparametrische Elemente

Da die Integrationsgrenzen zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix aus Gleichung 8 bei
jedem Element unterschiedlich sind, ist die Automatisierung der Berechnung kompliziert. Aus
diesem Grund wird die Integralauswertung fast ausschlieflich anhand isoparametrischer El-
emente durchgefiihrt, bei denen das Integral in einen Einheitsbereich transformiert wird, in
dem die Integrationsgrenzen fiir jedes Element gleich sind. Dieses Vorgehen ist in Abbildung 5
dargestellt.

—.40 -2 1(120) H (120) H2(120) ‘

Abbildung 5: Transformation aus dem Originalraum in den Bildraum.

Isoparametrisches Viereck-Element. Esist die Koordinatentransformation aus dem (SU, y)-
Raum (Originalraum) in den (7, $)-Raum (Bildraum) gesucht. Fiir ein biquadratisch inter-
poliertes Element mit 8 Knoten wird dazu ein Ansatz mit 8-Unbekannten gewéhlt.



T = ai+ asr + ass + a4r2 + asrs + a632 + a7r25 + agr52

y = by + bor + bys + by + byrs + bgs® + byr’s + bgrs®

Fiir jeden der 8 Knoten ldsst sich eine Gleichung durch einsetzen dessen Koordinaten die
Gleichungen 9 und 9 aufstellen. Diese 8 Gleichungen lassen sich anschlieBend nach den 8 Un-

bekannten auflésen. Die interpolierte Geometrie lésst sich folglich durch die Z-Koordinaten
X :(Ce) und die y-Koordinaten X ;E/e) der 8-Knoten des Elementes durch

T :NT)N(e)

ausdriicken. Fiir das isoparametrische Viereck-Element ist der Vektor [N T mit den Funktionen

1

Ni(r,s) = 1 (L+7r;) (L + ss;) (rry + ss; — 1) firt =1,2,3,4
1

Ni(r,s) = 5 (1—7%)(1+ss;) fiwi=>5,7
1

Ni(r,s) = 5 (L+rr) (1—5°)  firi=6,8

durch

~

NT — <N1 Ny Ny Ny Ns Ng N, Ng)

gegeben. Fasst man nun die x-Koordinaten X (xe) und die y-Koordinaten X ?(f) zu einem Vektor

X (€) zusammen, lisst sich eine beliebiger Ortsvektor Z im Element mit

) N, Ny Ng Ve Ns Ny Na W3 6 6 p 000 p o

W T @)
= \\/\\] T = ,,/\Z X
7~ /\.—

angeben. Fiir isoparametrische Elemente sind die Inperpolationsfunktionen fiir die Geomtrie die
gleichen wie fiir das Verschiebungsfeld. Es gilt mit dem Gesamtknotenpunktsverschiebungsvek-

(©) somi
tor U\ somit (l?T C6>

"7:/\/ (rISBQ

1

Da die Ansatzfunktionen nun im Bildraum definiert sind, der fiir alle Elemente gleich ist, kann
die Induzierung mit dem Elementindex (e) unterbleiben.
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Integral-Transformation. Im zweldlmensmnalen Fall ist die Elementsteifigkeitsmatrix durch

S\(,,)Q D H(XY) JA

gegeben. Nutzt man nun die Koordlnatentransformatlon in den Bildraum, ldsst sich die Inte-
gralauswertung vereinfachen. Das Flichenelement #ndert sich dadurch von dA = dxdy zu

dA = detJ ©) drds. Wobei J () die Jakobi-Matrix der Transformation fiir das entsprechende

Element ist.N

o (Vo
K =SY 5 . D%DE D "\A%:»L?/

Sy T )
- _S j D‘e‘(r 8) E ’O Lms) Ae 3 Ce,9) hcj-rolj
A=A ~

Gauf3’sche Integration

Die tatséchliche Integralauswertung wird in der Regel numerisch durchgefiihrt, wobei das In-
tegral durch eine gewichtete Summe von Funktionswerten an bestimmten Stiitzstellen approx-
imiert wird. Fiir die eindimensionale Integration mit 1 Stiitzstellen gilt

b m
/a f(x) dz = Z:f(:zcz)wZ

Die Wahl der Stiitzstellen ist dabei bei der Gaufi’schen Integration so optimiert, dass sich
Polynome vom Grad (2m — 1) durch eine Gaufy’sche Integration mit m Stiitzstellen exakt
integrieren lassen. Fiir eine drei Punkt Gauf3’sche Integration ergebene sich die Stiitzstellen und
Gewichte zu:

Stiitzstelle | 0 | £/ 3/5 "“)‘" I -——-,—1-——;—-‘
Gewicht 8/9 5/9 5 L _.E-_
) 3
Fiir biquadratisch interpolierte, verzerrte Element ist es empfohlen eine 3x3-Integration zu
verwenden. +
W ‘("’e’x 9 he (C\T (& h (c\) &\
C ews §0) 9epthddgd A
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Im Folgenden sollen nun die Integranden fiir den in Abbildung 5 darsgestellten Integrationspunkt
IP3 des Element (120) berechnet werden. Es ist jedoch zu beachten, dass diese Funktionen
von (T, S) sind und zur vollstdndigen Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix an jedem In-
tegrationspunkt ausgewertet werden miissen.



Jakobi-Matrix. Die Jakobi-Matrix J (¢) beschreibt den Zusammenhang der Ableitungen im
Bildraum und im Originalraum und ist durch

T rd 5
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definiert. Dies lésst sich durch Verwendung der Ansatzfunktionen zu

o T T
g_z{r(r.s)x % A}TCTIJ)X_Y
SN o%e 2Ny Xy

umformen. Die Ableitungen der Interpolationsfunktionen ist durch

(G+3) s+ ) +d(=s+ ) (r=s-1
3+ (s+1)+3(s+1)(r+s—1)
2N(rs) — —(-%+ 1) (s+_1:(—_i+s$1)(—r+s—1)
—r(s+1)

— G+ (=s+)—(t+3)(r—s—1)
G+DG+D+E+HD+s-1)
%N(T,S) _ (_Z+Z> (s+1) +ﬁ(:zi+ Z) (—r+s—1)
25 5+
\ ~2s5(=5+3) )

gegeben. Diese miissen nun am Integrationspunkt IP3 ausgewertet werden, dessen (7“, S)—
Koordinaten

2

(120)

Ttpz - = S

120 ‘ !
5§P3 )= %
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sind. Es ergibt sich folglich fiir den Integrationspunkt 1P 3:

9 NT 23/15 9 _VI5 3 9 _ 3/I5 _ 1 3, V15 1 yI5_ 3
Js ~ 1IP3 T2 20 20 220 20 20 5 5775 5 75 5
2 NT 9 4y 3V15 VI5 3 315 9 _VI5_ 3 1 3 _ Vi5 1
ar “~ IP3 20 20 20 20 20 20 5 5 5 5 5 5

Mit den Element-Knotenpunktskoordinaten des Elements (120) im Originalraum

T
X207 — (—40.33 —20. —14.11 —34.15 —30.17 —18.47 —24.13 —37.24)

T
X - (0.0 0.0 14.18 34.36 0.0 T.67 24.27 17.18)

lisst sich nun die Jakobimatrix am Integrationspunkt IP3 berechnen:

J(120) _ ( 3. 9'661.019>

~IP3 —1.021 9.026

Die Determinante der Jakobimatrix ergibt sich dadurch am Integrationspunkt IP3 zu

det (3120)) =

Verzerrungsinterpolationsmatrix. Als weiterer Integrand muss noch die Verzerrungsin-
terpolationsmatrix am Integrationspunkt IP3 ausgewertet werden. Diese ist durch deren Deﬁ-

nition in Gleichung 7 durch &_ (VT/\
LN ot
D= | 0T 2NT(rs) = 91‘ N
INT(r ) ZNT(r,s) =
ay ~ 8.73 ~ )

gegeben. Allerdings sind die Interpolationsfunktionen /N Funktionen von 7 und § und die
Ableitungen beziiglich © und y lassen sich nicht ohne Weiteres durchfithren. Durch die Inverse
der Jakobimatrix lassen sich jedoch die Ableitungen nach x und y durch die Beziehung

g‘
X
st
&

durch die Ableitungen nach 7 und s ausdriicken. Wendet man dies z.B. auf die Interpolations-

funktion [V 1(7“, 5) an erhélt man:
- /| Y DN Dy SOMa
mhims = 2@ | o 26 T ZpF 28
l

- Ozr)_ 3/19_
- 0,02333
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A Ei_r)f/l N < D)’A)
7 M = XN\ A o & s
= ( |

_ s oM
- -0 D0o%T

Die Verzerrungsinterpolationsmatrix ergibt sich damit zu:

/ : \
0.09161 0 —0.12457
0.000479 0  —0.03813
0.01164 0  —0.01582
—0.14000 0 —0.00635
0.03566 0 0.14828
—0.01523 0 0.02388
10T | —0.01806 0 0.02138

2w
|

IP3 0 ﬁ 6\(5

0 —0.12457 0.09161

0 —0.03813 0.00048

0 —0.01582 0.01164

0 —0.00635 —0.14000
0 0.14828  0.03562

0 0.02388 —0.01522
0 0.02138 —0.01806)

\

Integralauswertung. Mit der Dicke
h(Ti,Sj) = /r O YV‘M

ist der Summand vollstandig zur Auswertung der Summe in Gleichung 10 am Integrationspunkt
IP3 gegeben. Um die Summation iiber alle Integrationspunkte des Elements (120) in Gleichung
10 zu vereinfachen, fassen wir den Ausdruck

W, = DO (r;, 5,)ED (1, 57) detd (1, 57) h(rs, ;)
NoAF BE A6 A

zusammen. Die Dimension der Matrix \I’ij fiir das biquadratisch interpolierte Viereck-Element

o Dim = /[ 6

Die Integration mittels Gauf’scher Integration soll nun anhand des 1, 1-Eintrags der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix demonstriert werden. Folglich muss W;;, , fiir 2,7 = 1,2, 3 an allen

11
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Integrationspunkten ausgewertet werden. Dies fiihrt zur Matrix:

6134280.95 1144702.53 158456.40
Wiy, = | 61308118 0 399197.44
384652.03 121181.49

Ordnet man die Gewichte in einer weiteren Matrix

55 g <

—_—— [with;] = 25

.5

an (W; sind die Gewichte in Richtung 7 und w; sind die Gewichte ind Richtung s), ldsst sich
die Summation durchfiithren und es folgt:

K2 - 333293 .07

Zur Bestimmung der gesamten Elementsteifigkeitsmatrix wird mit den anderen Eintrédgen in
selber Weise verfahren.

Konsistente Knotenlasten

Um den Element-Lastvektor aus Gleichung

Kyl — gl

~
~

zu bestimmen, miissen nach der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix noch fiir jedes El-
ement, an dem &duflere Lasten oder Eigenspannungen anliegen, die konsistenten Knotenlasten
berechnet werden. Dabei muss darauf geachtet werden, dass die berechneten Knotenlasten die
selbe virtuelle Arbeit leisten wie die anliegenden Eigenspannungen, Oberflichen- oder Volu-
menkraftdichten:

U = / qhoi dVol
Vol(e)

U = / qbdiip dO
ole)

/ gre dVol
Vol(e)

Auf die Berechnung soll hier nicht weiter eingegangen werden, da das Vorgehen genauer in der
vorlesungsbegleitenden Ubung behandelt wird.
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