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und Wärmeübertragung
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1 Grundbegriffe und Gemische idealer
Gase

1.1 Komponenten, Phasen, Konzentrationen

• Reinstoffe bestehen nur aus einem chemischen Stoff (Komponen-
te).

• Gemische bestehen aus einem Gemisch mehrerer Stoffe (Kompo-
nenten).

• Eine Phase ist ein homogener Teilbereich eines thermodynamischen
Systems, kann aus mehreren Komponenten bestehen.

• Zur Beschreibung eines Gemisches ist Angabe, wieviel von jeder Kom-
ponente vorhanden ist, nötig.

1
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Betrachten eine Phase

• Komponente i des Gemischs habe Masse mi, Molzahl ni

• Gesamtmasse der Phase m = m1 +m2 + ...+mK =
∑

k

mk

• Molzahl der Phase n = n1 + n2 + ...+ nK =
∑

k

nk

• Massenanteil (Massenbruch) wi =
mi

m
,

∑

k

wk = 1

• Molenbruch xi =
ni
n
,

∑

k

xk = 1

• Konzentration c =
n

V
, ci =

ni
V

2
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• Partialdichte

ρi =
mi

V
,

∑

k

ρk =
1

V

∑

k

mk =
m

V
= ρ

• Molmasse
Mi =

mi

ni

xiMi =
ni
n

mi

ni
=
mi

n

• mittlere Molmasse

∑

k

xkMk =
∑

k

mk

n
=
m

n
= M

1

M =
n

m
=
∑

k

nk
m

=
∑

k

mk

m

nk
mk

=
∑

k

wk
1

Mk

•
xi =

ni
n

=
ni
mi

mi

m

m

n
=

1

Mi
wiM =

M

Mi
wi

3
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1.2 Gemische idealer Gas

1.2.1 Das Gesetz von Dalton

Ein Gemisch idealer Gase, die chemisch nicht miteinander reagieren, verhält
sich selbst wie ein ideales Gas. Jedes Gas verhält sich so, als ob es allein das
Volumen V einnehmen würde.

piV = niRT,
pi Partialdruck der Komponente i
ni Stoffmenge in mol der Komponente i
R universelle Gaskonstante
Der Gesamtdruck p =

∑

k pk ist die Summe der Partialdrücke

pV =
∑

pkV =
∑

nkRT = nRT

4
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Zustandsgrößen eines Gemischs idealer Gase
spezifische Größen molare Größen

cv =
∑

k wkcvk C̄v =
∑

k xkCvk

cp =
∑

k wkcpk C̄p =
∑

k xkCpk

u =
∑

k wkuk Ū =
∑

k xkUk

h =
∑

k wkhk H̄ =
∑

k xkHk

molare Entropie eines idealen Gases

S(p, T ) = S(p0, T0) +
∫ T

T0

Cp
T ′

dT ′ − (Cp − Cv) ln
p

p0

5
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Entropie eines Gasgemischs

S(p, T ) = nS̄ =
∑

k

nkSk(pk, T ) =
∑

nk

(

Sk(p, T )−R ln
pk
p

)

S̄ =
∑

xkSk(p, T ) +R
∑

xk ln
p

pk

S̄ =
∑

xkSk(p, T )−R
∑

xk lnxk

Mischungsentropie

Smisch = −R
∑

xk lnxk

Achtung: Mischungsentropie nur vorhanden, wenn Gase tatsächlich ver-
schieden sind!

6
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2 Das chemische Potential

U = U(S, V, n1, n2, ..., nK)

Zufuhr der Stoffmenge dni der Kom-
ponente i bei konstantem p bzw. T
bewirkt
Änderung der inneren Energie
partielle molare innere Energie

(
∂U

∂ni

)

T,p,nj 6=i

dni = Ui dni

p

dni

p, T

Stoffe α1,...,αK

durchlässig
für α1

Änderung des Volumens, partielles molares Volumen

(
∂V

∂ni

)

T,p,nj 6=i

dni = Vi dni

Änderung der Entropie, partielle molare Entropie

(
∂S

∂ni

)

T,p,nj 6=i

dni = Si dni

7
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Um V und S konstant zu halten, wird die Entropieänderung um dS = Sidni
bzw. die Volumenänderung um dV = Vidni durch Verrichtung der Volu-
menänderungsarbeit dW bzw der Wärmeabfuhr dQ rückgängig gemacht:

dW = −p dV = pVi dni, dQ = T dS = −T Si dni

Es gilt daher

dU =

(
∂U

∂ni

)

S,V,nj 6=i

dni = Ui dni + pVi dni − T Si dni

Definition: chemisches Potential der Komponente αi

µi =

(
∂U

∂ni

)

S,V,nj 6=i

= Ui + pVi − T Si = Hi − T Si

Änderung der inneren Energie bei isentroper, isochorer Stoffzufuhr der Kom-
ponente αi.

8
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2.1 Die Gibbssche Fundamentalgleichung

Aus der Definition der Entropie gilt bei konstantem Volumen, konstanten
Stoffmengen:

T dS = dQ = dU

Für eine reversible adiabate Volumenänderung gilt:

−p dV = dU

somit (
∂U

∂S

)

V,ni

= T,

(
∂U

∂S

)

S,ni

= −p

Somit gilt:

dU = T dS − p dV +
∑

k

µkdnk

9
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2.2 Eigenschaften des chemischen Potentials

Trennwand fest gehalten V (1) = const., V (2) = const
durchlässig für nur eine chemische Komponente,
idealer Wärmeleiter T = T (1) = T (2),
Gesamtsystem adiabt dU (1) + dU (2) = 0

dU (1) = TdS(1) + µ
(1)
i dn

(1)
i

dU (2) = TdS(2) + µ
(2)
i dn

(2)
i

dn
(1)
i + dn

(2)
i = 0

Teilsystem (1) Teilsystem (2)

dni

µ
(1)
i > µ

(2)
i µ

(2)
i

0 = dU (1) + dU (2) = T
(

dS(1) + dS(2)
)

+
(

µ
(1)
i − µ

(2)
i

)

dn(1)

0 ≤ TdS =
(

µ
(2)
i − µ

(1)
i

)

dn(1)

Komponente i strömt vom Bereich mit höherem chemischen Potential zum
Bereich mit niedrigerem chemischen Potential.

10
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Gleichgewichtsbedingungen zwischen homogenen Teilbereichen (Phasen)

T (1) = T (2) thermisches GG

p(1) = p(2) me chanisches GG

µ
(1)
i = µ

(2)
i , i = 1, 2, ...,K stoffliches GG

11
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Chemisches Potential idealer Gase

µi = Hi − TSi
Reinstoff

µ(p, T ) = H− TS = H(T )− T S(p+, T ) +RT ln
p

p+

µ(p, T ) = µ(p+, T ) +RT ln
p

p+

p+ Standarddruck,

Kompo nente in einem Gemisch

µi(p, T ) = µ0i(p, T ) +RT lnxi

µ0i chemisches Potential des Reinstoffes

12

319030 Mehrphasensysteme 18 14. Juli 2015



Zustandsgleichungen

Institut für
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3 Zustandsgleichungen

3.1 Die Eulersche Gleichung

Eine Funktion f(x1, x2, ..., xn) = y heißt homogen vom Grade n, wenn

f(λx1, λx2, ..., λxn) = λmy (H)
gilt. Ableiten nach λ

x1
∂f

∂(λx1)
+ x2

∂f

∂(λx2)
....+ xN

∂f

∂(λxN )
= mλm−1y

Auswerten bei λ = 1 ergibt den Satz von Euler über homogene Funktionen:
∑

k

xk
∂f

∂xk
= my (E)

Umgekehrt folgt aus (E) auch (H).

13
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Das Volumen ist eine homogene Funktion vom Grad 1 von den Stoffmengen
n1,..., nK

V (T, p, λn1, ...., λnK) = λV (T, p, n1, ..., nK).

Funktionen zwischen extensiven Zustandsgrößen sind homogen vom Grade
eins.

Das Molvolumen eines Systems ist eine homogene Funktion vom Grad 0
von den Stoffmengen n1,..., nK

V̄(T, p, λn1, ...., λnK) = V̄(T, p, n1, ..., nK).

Intensive Zustandsgrößen sind als Funktion von extensiven Zustandsgrößen
eine homogene Funktionen vom Grade null.

14
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Die innere Energie ist eine homogene Funktion vom Grad 1 von
S, V, n1, ..., nK

U(λS, λV, λn1, ..., λnK) = λU(S, V, n1, ..., nK)

Somit gilt

(
∂U

∂S

)

V,nj
︸ ︷︷ ︸

T

S +

(
∂U

∂V

)

S,V,nj
︸ ︷︷ ︸

−p

V +
∑

k

(
∂U

∂nk

)

V,S,nj 6=nk
︸ ︷︷ ︸

µk

nk = U

Eulersche Gleichung

U = T S − p V +
∑

k

µknk

Zur Aufstellung der Fundamentalgleichung U = U(S, V, n1, ..., nK)
benötigt man daher K + 2 unabhängige Zustandsgleichungen:

T = T (S, V, n1, ..nK), p = p(S, V, n1, ..nK), µi = µi(S, V, n1, ..nK)

15
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3.1.1 Gleichung von Gibbs-Duhem

Differenzieren der Euler Gleichung ergibt:

dU = T dS − p dV +
∑

k

µk dnk + S dT − V dp+
∑

k

nk dµk

Subtraktion der Gibbsschen Fundamentalgleichung ergibt die Gleichung von
Gibbs-Duhem

S dT − V dp+
∑

k

nk dµk = 0

Division durch die Stoffmenge n:

S̄ dT − V̄ dp+
∑

xk dµk = 0

Folgerung: Von den K + 2 intensiven Größen T, p, µ1, ..., µk können nur
K + 1 unabhängig voneinander gewählt werden.

16
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3.1.2 Gleichung von Duhem-Margules

Ziel: Bestimmung des Partialdruckes eines binären Gemisches idealer Gase,
das im thermodynamischen Gleichgewicht mit einer aus beiden Komponen-
ten bestehenden Flüssigkeit ist.
Annahmen:

• Zweiphasensystem gasförmig/flüssig eines binären Systems:
p, T Druck und Temperatur in beiden Phasen gleich,
x′1, x

′
2 = 1− x1 Molanteile in flüssiger Phase

x′′1 , x
′′
2 = 1− x′′1 Molanteile in gasförmiger Phase

• gasförmige Phase: Gemisch idealer Gase: p = p1 + p2

Gleichgewichtsbedingung:

µ′1(T, p, x
′
1) = µ′′1(T, p, x

′′
1), µ′2(T, p, x

′
1) = µ′′2(T, p, x

′′
1)

Somit p = p(x′1, T ), x
′′
1 = x′′1(x

′
1, T ).

17
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Gibbs-Duhem für T = const. beide Phasen

−V̄ ′dp′ + x′1 dµ
′
1 + (1− x′1) dµ

′
2 = 0

−V̄ ′′dp′′ + x′′1 dµ
′
1 + (1− x′′1) dµ2

′′ = 0

Wegen p′ = p′′ = p und µ′i = µ′′i gilt

−V̄ ′dp+ x′1 dµ
′′
1 + (1− x′1) dµ2

′′ = 0

ideales Gas

µ′′i = µ′′0i(p
+, T ) +RT ln

pi
p+
, dµi = RTd(ln pi)

−V̄ ′dp+RTx′1d(ln p1) +RTx′2d(ln p2)= 0

− V̄ ′

RT

(
dp

dx′1

)

T

+ x′1

(
∂ ln p1
∂x′1

)

T

+ x′2

(
∂ ln p2
∂x′1

)

T

= 0

18
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− V̄ ′

RT

(
dp

dx′1

)

T

oft vernachlässig bar klein,

Gleichung von Duhem-Margules

x′1

(
∂ ln p1
∂x′1

)

T

+ x′2

(
∂ ln p2
∂x′1

)

T

= 0

Mit p(x′1) = p1(x
′
1)+p2(x

′
1) können somit die Partialdrücke p1 bzw. p2 der

beiden Komponenten in der gasförmigen Phase durch Messung des Gesamt-
druckes und des Massenanteils x′1 in der flüssigen Phase bestimmt werden.

19
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Spezielle Lösungen der Gleichung von Duhem-Margules
Reihenansatz (p1 sei regulär bei x′1 = 0)

x′1

(
∂(ln p1)

∂x′1

)

T

= 1 + a1x
′
1 + a2x

′
1
2
+ ....

x′2

(
∂(ln p2)

∂x′2

)

T

= 1 + b1x
′
2 + b2x

′
2
2
+ ....

Verwendung von jeweils 3 Gliedern der Reihe und Einsetzen in Duhem-
Margules Gleichung liefert:

0 = −(b1 + b2) + (a1 + b1 + 2b2)x
′
1 + (a2 − b2)x

′
1
2

und somit a1 = b1 = −a2 = −b2 = 2a, (a geeignete Konstante).
Integration und Anpassung an Randbedingung p1(x

′
1 = 1) = p1s bzw.

p2(x
′
1 = 0) = p2s liefert

p1 = x′1 p1s exp[−a(1− x′1)
2], p2 = (1− x′1) p2s exp[−ax′1

2
]

20
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• a = 0 Raoultsches Gesetz: p1 = x′1p1s, p2 = (1− x′1)p2s

µ′1 = µ′′1(p1) = µ01(p1s, T ) +RT lnx′1

• Große Verdünnung, Henrysches Gesetz: Entwicklung nach x′1 ≪ 1:

p1 =

(
∂p1
∂x′1

)

T

x′1 = k1(T )x
′
1, p2 = (1− x′1)p2s = x′2p2s

Henrysches Gesetz

Raoultsches Gesetz

 0
 0  1

p1s

p2s

p1

p2

x′1

p

Partialdrücke p1, p2 der beiden Komponenten α1, α2 der gasförmigen Phase
als Funktion des Molanteils x′1 der Komponente α1 in der flüssigen Phase
bei konstanter Temperatur T .

21
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und Wärmeübertragung

gelöste Stoffmenge in Flüssigkeit (bei großer Verdünnung)

m′
1 = m′w′

1 = m′x′1
M1

M ≈ m′p1
M1

M2k1(T )

Hier wurde das Henrysche Gesetz und M ≈ M2 verwendet

22
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und Wärmeübertragung

4 Phasenregel und Phasendiagramme

4.1 Die Gibbssche Phasenregel

Angenommen es liegt ein System mit K Komponenten und P Phasen vor.

• Der Zustand in jeder Phase wird durch (K + 1) intensive bzw. spe-
zifissche Variable

T (q), p(q), x
(q)
1 , ..., x

(q)
(K−1), q = 1, ..., P

beschrieben. Das System wird daher durch P (K + 1) Variable be-
schrieben.

• Zwischen zwei Phasen q1, q2 gelten die Gleichgewichtsbedingungen

T (q1) = T (q2), p(q1) = p(q2), µ
(q1)
k = µ

(q2)
k

Das sind (K + 2)(P − 1) unabhängige Gleichungen

• Somit können Zf = Anz. der Var. − Anz. der Glg. = (K + 1)P −
(K+2)(P −1) = K+2−P unabhängige Variable (=Freiheitsgrade)
frei gewählt werden.

23
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Beispiele

• K = 1 Einstoffsystem, eine Phase P = 1, Zf = 1 + 2− 1 = 2,
z.B. p, T wählbar

• K = 1, P = 2, Zweiphasen, Zf = 1, p = p(T ) Dampfdruckkurve

• K = 2, P = 2, Zweiphasen, Zf = 2, p = p(T, x′)

• Pmax = K + 2 maximale Anzahl der Phasen

24

319030 Mehrphasensysteme 30 14. Juli 2015



Phasenregel und Phasendiagramme

Institut für
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4.2 Phasendiagramme

4.2.1 isotherme Verdampfung

x1 = n1/n

0

p Flüssigkeit

Taulinie

Siedelinie

T=const

Dampf

Komp. 1Komp. 2

1 

p1s

p2s

x1 x′′1x′1

8
7

6
5 4 32

1

1) Flüssigkeit
1
x1 = n1/n

2) Beginn der Verdampfung,
Fl.:

2
x1 = 1

x1 = x′1(T, 2
p)

Dampf x′′1 =
3
x1 = x′′1(T, 2

p)

4) Fl. x′1 = 5
x1 = x′1(T, 4

p)
Dampf x′′1 =

6
x1 = x′′1(T, 4

p)

n′x′1+n
′′x′′1 = n1 = nx1 = (n′+n′′)x1

n′

n′′
=
x′′1 − x1
x1 − x′1

(1)

8) vollständige Verdampfung
Fl. x′1 = 7

x1 = x′(T,
8
p)

Dampf
8
x1 = 1

x1 = x′′1(T, 8
p)

25

Wir betrachten ein binäres Gemisch bei konstanter Temperatur. Wir gehen vom flüssigen Zu-
stand aus und wollen durch Absenken des Drucks das binäre Gemisch verdampfen. Betrachten
wir zunächst die beiden Komponenten des Gemisches als Reinstoffe. Ist nur Komponenten “1”
vorhanden (x1 = 1), so erfolgt die Phasenumwandlung (Kondensation) beim Sättigungsdruck
p = p1s(T ). Ist hingegen x1 = 0, also Komponente “2” liegt als Reinstoff vor, erfolgt die Kon-
densation bei p = p2s.

Betrachten wir nun ein binäres Gemisch mit Molanteil x1 der Komponente “1”. Wir gehen
vom Zustand 1 aus und senken den Druck ab bis die Verdampfung einsetzt, Zustand 2 . Der
Druck

2
p bei dem die Verdampfung beginnt, hängt von der Temperatur und dem Molanteil x1.

Es gilt auch

2
x1 = 2

x′1 = x′1(T, 2
p),

wobei x′1 = c′1(T, p) der Molanteil der Komponente “1” in der flüssigen Phase eines binären
Gemisches, das als Zweiphasensystem (flüssig/gasförmig) vorliegt beim Druck p und der Tem-
peratur T ist. Mit x′′1 = x′′1(T, p) bezeichnen wir entsprechend den Molanteil der Komponente
“1” in der gasförmigen Phase.

Die flüssige Phase im Zustand 2 ist im thermodynamischen Gleichgewicht mit Dampf mit
Molanteil

3
x′′1 = x′′(T,

2
p). Es bildet sich daher Dampf im Molanteil

3
x′′.

Sinkt nun der Druck weiter ab (Zustand 4 ), so liegen zwei Phasen vor: Flüssigkeit mit
Molanteil x′1 = x′(T,

4
p) und Dampf mit Molanteil x′′1(T, 4

p). Der Anteil an flüssiger bzw.
gasförmiger Phase ergibt sich aus der Erhaltung der Masse von Phase “1” aus Gleichung (1).
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Phasendiagramm mittels der Gleichung von Duhem-Margules

• Siedelinie: p = p(x′1, T ) = p1(x
′
1, T ) + p2(x

′
1, T )

• Taulinie (in Parameterdarstellung (x′′(x′, T ), p(x′, T ) )

p = p(x′1, T ) = p1(x
′
1, T ) + p2(x

′
1, T ), x′′ =

n′′1
n′′

=
p1(x

′
1, T )

p(x′1, T )

• Beispiel: Raoultsches Gesetz

Siedeline : p = p2s + (p1s − p2s)x
′
1,

Taulinie : x′′1 =
p1s
p
x′1 =

p1s
p

p− p2s
p1s − p2s

p =
p1sp2s

p1s + x′′1(p2s − p1s)

26

Wir wollen nun eine die Taulinie bzw. die Siedelinie angeben. Dazu benutzen wir die Voraus-
setzungen der Gleichung von Duhem-Margules nämlich, dass die gasförmige Phase als Gemisch
idealer Gase gesehen werden kann. Der Gesamtdruck p = p1 + p2 ist daher die Summe der
Partialdrücke der beiden Komponenten “1” und “2” in der gasförmigen Phase. Nach Duhem-
Margules können wir bei gegebener Temperatur T , die Partialdrücke p1 und p2 als Funktion des
Molanteils x′1 in der flüssigen Phase ausdrücken. Somit erhalten wir die Siedelinie

Siedelinie x1 = x′1, p = p1(x
′
1, T ) + p2(x

′
1, T ).

Wir können auch die Taulinie durch x′1 parametrisieren. Zum Druck p(x
′
1, T ) gehört allerdings

der Molanteil in der gasförmigen Phase x′′1 .

Taulinie x1 = x′′1(x
′
1, T ), p = p1(x

′
1, T ) + p2(x

′
1, T ).
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Siedelinie

Taulinie

Phasendiagramm nach Raultschem Gesetz

 0
 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

p1(x
′
1)

p2(x
′
1)

p1s

p2s

x, x′1, x
′′
1

p

Siedelinie

Taulinie

a=−1.46

 0
 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

p1 = x′1p1s exp[−a(1− x′1)
2]

p2 = (1− x′1)p2s exp[−ax′12]

p1s

p2s

x, x′1, x
′′
1

p

Schwefelkohlenstof CS2 - Aceton CH2COCH3, ϑ = 37.15◦C

27
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Dampf

p

T
Flüssigkeit

Flüssigkeit

Dampf

Siedelinie

Taulinie

Taulinie

ve
rd

am
pf

en

verflüssigen

ve
rf

lü
ss

ig
en

verdam
pfen

Siedelinie

isobares Verdampfen/Verflüssigenisothermes Verdampfen/Verflüssigen
0 1x 0 x 1
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4.2.2 Kritisches Gebiet

1

2

3

2
2’

3’
1’

13

0 1

Umhüllende
kritische 

kritisches Gebiet

Tk1

Tk2

T

p(1)

p (2) = pk1 > p (1)

p (3)
= pk2 > pk1

p(4) > pk2

x1,max(p
(2))

• Wenn p > pk1 Tau bzw. Siedelinie
kann nicht bis x = 1 existieren ⇒
Es gibt ein maximales x = x1,max(p2)
bei dem zwei Phasen existieren, “2”.

• Bei “1” (waagrechte Tangente) endet
Siedelinie bzw. beginnt Taulinie

• Überschreiten der Siedelinie (isobare
Temperaturerhöhung) mit x = const
links von “1” bewirkt ein Verdampfen
der Flüssigkeit

• Überschreiten der Tauline (isobare
Temperaturerhöhung) mit x = const
rechts von “1” bewirkt ein Konden-
sieren des Dampfes

29

Eine Voraussetzung für die bisher betrachteten isobaren Phasendiagramme war, dass zu dem
gegebenen Druck p Sättigungstemperaturen Ts1 bzw. Ts2 für beide Komponenten existieren. Der
Druck p muss daher kleiner sein, als die kritischen Drücke pk1, pk2 beider Komponenten, siehe
p(1) < pk1 < pk2 .

Gilt nun pk1 < p = p(2) ≤ pk2 so können weder Taulinie noch die Siedelinie bis x1 = 1 gehen.
Die Taulinie kehrt bei x1 = x1,max(p

(2)) um. Im Zustand “1”, waagrechte Tangente sind Tau
und Siedelinie verbunden. Der Grund, warum in die Siedelinie in “1” in die Taulinie übergeht,
sehen wir auf der nächsten Seite unter der Überschrift “retrograde Kondensation”.

Ist der Druck größer als p = p(4) > pk2 reichen Tau und Siedelinie nicht bis x1 = 0. Es
ergibt sich eine geschlossene Kurve im T, x-Phasendiagramm. Bei weiterer Druckerhöhung wird
die Kurve aus Tau und Siedelinie im kleiner, bis sie schließlich ganz verschwindet.
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4.2.3 retrograde Kondensation

X

p=const

K
on

de
ns

at
io

n

V
er

da
m

pf
un

g

V
er

da
m

pf
un

g

D1

D2

F1

F2

T

1

2

C1

C2

B0

B1

B2

A0

A1

A2

x′ x′′

• Temperaturerhöhung von A0 nach
A1: Fluid beginnt bei A1 zu sieden.

• Weitere Temperaturerhöhung bis
vollständige Verdampfung in A2

• Temperaturerhöhung von B0 nach B1

: Fluid beginnt bei B1 zu kondensie-
ren.

n′

n′′
=
x′′ − x

x− x′

d

dT

n′

n′′
=

(x− x′)dx
′′

dT + (x′′ − x)dx
′

dT

(x′ − x′′)2

in B1, C1: x
′ > 0 ⇒

d
dT

n′

n′′ > 0: Kondensation bei T ↑

• C2:
d
dT

n′

n′′ ≤ 0 : Verdampfung

30
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Retrograde Verdampfung/ Kondensation

V
er

da
m

pf
un

g
K

on
de

ns
at

io
n

K
on

de
ns

at
io

n
V

er
da

m
pf

un
g

kritische Umhüllende

re
tr

og
ra

de
 K

on
de

ns
at

io
n

re
tr

og
ra

de
 V

er
da

m
pf

un
g

x

T

1

2

2′

3

1′
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4.2.4 Binäre Gemische mit azeotropen Punkt

0 x 1 0 x 1

0 x 1 0 x 1

T

T

p

p

Taulinie

Taulinie

Taulinie

Siedelinie

Siedelinie

Siedelinie

A

A

A

p=const

T=const

A

A

x’

x’’

p=const

0

a)

b)

T=const

a)

b)

1

1

p=const
Taulinie

A

Siedelinie

32

“Azeotrop” bedeutet, dass beim Sieden die Zusammensetzung nicht geändert wird. Man kann
zeigen, dass im azeotropen Punkt, Siede und Taulinie eine horizontale Tangente haben.

Azeotzrope Punkte kann man gut anhand der Balykurven: x′′ = x′′(x′) als Schnittpunkte
mit der 1. Mediane erkennen.
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und Wärmeübertragung

4.2.5 Binäre Gemische mit Mischungslücke

mit x’=x_A, x’’=x_B

Mischungslücke

Dreiphasenlinie

2 flüssige Phasen
mit x(1) = xA, x

(2) = xB

A
B

E

T

0 x 1

p1

p1 > p2

• Flüssigkeit A ist mit Flüssigkeit
B im GG

• Flüssigkeit A ist mit Dampf E
im GG

• Also ist auch Flüssigkeit B mit
Dampf E im GG

33
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Strömungsmechanik
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Verdampfung x fest, T wird isobar erhöht

• Zwei flüssige Phasen (1), (2), eine dampfförmige Phase (3)

• T < TE Zwei flüssige Phasen (1),(2)

• T = TE Dreiphasengleichgewicht:
Phase (1): x(1) = xA, Phase (2): x(2) = xB , Phase (3): x(3) = xE

• Beginn der Verdampfung

n(3) = 0,
n(1)

n
=

xB − x

xB − xA
,

n(2)

n
=

x− xA
xB − xA

,

34
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• Dreiphasengleichgewicht

n(1)

n
xA +

n(2)

n
xB +

n(3)

n
xE = x

• Verdampfung bei T = const bis entweder

n(1) = 0,
n(2)

n
=

x− xE
xB − xE

oder

n(2) = 0,
n(1)

n
=

xE − x

xE − xA

• weitere Verdampfung mit Temperaturerhöhung mit entweder
n(1) = 0 oder n(2) = 0. Entsprechend wird der rechte bzw. linke Teil
des Phasendiagramms verwendet

35
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4.2.6 Schmelzen und Erstarren von binären Gemischen

−25

−20

−10

0

−15

−5

5

0 0,1 0,2 0,3

Mischungslücke   2 feste Phasen

Schmelzlinie

p=const

Gefrierlinie

w

T

°C

Wasser

A0

A1

A2 BC

E

36
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Isobares Abkühlen von H20/NaCl-Lösung

• Beginnend mit A0 beginnt sich fast reines Wassereis zu bilden, da die
Schmelzlinie fast auf die Temperaturachse fällt.

• Dadurch steigt der Salzgehalt der verbleibenden Lösung.

• Im Punkt ‘A2 liegt fast reines Wassereis vor C. Die Restlösung hat
einen erhöhten Salzanteil B.

• Im Punkt E wird vollständige Erstarrung erreicht. Es bildet sich ein
Gemisch aus feinen Salz, -und Eiskristallen. (eutektischer hier kryo-
hydratischer Punkt)
Bei p = 1bar: ϑE = −21, 2 ◦C, wE = 0, 224.

37

319030 Mehrphasensysteme 43 14. Juli 2015



Phasenregel und Phasendiagramme

Institut für
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0 1

Gefrierlinie

Sc
hm

elz
lin
ie

Schm
elzlinie 2 P
ha
sen

2 Phasen

2 feste Phasen
ei
n
e
fe
st
e
P
h
as
e

ei
n
e
fe
st
e
P
h
as
e

x

T p = const

flüssig

flü
ssi
g/f

est
flüssig/fest
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5 Thermodynamische Potentiale

Aus der Inneren Energie U als Funktion von V , S, n1, ...nK können alle
thermodynamischen Funktionen ausgedrückt werden.

(
∂U

∂S

)

V,n1,...,nk

= T,

(
∂U

∂V

)

S,n1,...,nk

= −p,

Übung: Man drücke die Kompressibilität durch U = U(S, V ) aus!
Nachteil: Entropie nicht direkt meßbar, n1, ...., nk nur schwer bestimmbar
(besonders bei festen Phasen).
Ist es möglich ein thermodynamisches Potential zu finden, das von den
intensiven Größen T , p, µ1, ..., µk abhängt?
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5.1 Die Legendre Transformation

Gegeben sei eine Funktion f(x) mit f ′′(x) > 0. Daher ist die erste Ableitung
f ′(x) streng monoton und daher umkehrbar. Die Legendre Transformierte
ψ = ψ(ξ) von f = f(x) wird wie folgt gebildet:

0

f(x)

x x

y

f(x0)

y = (x− x0)ξ+f(x0)

ψ(ξ) =f(x0)− x0ξ

ξ
• Für ξ bestimmen wir ein
x0 = x0(ξ) mit f ′(x0) = ξ

• Wir bilden nun
ψ(ξ) = f(x0(ξ))− ξx0(ξ)

• Anschauliche Interpretation: Wir legen eine Tangente mit Anstieg ξ
an den Graphen der Funktion f(x) und bestimmen den Schnittpunkt
der Tangente mit der y-Achse. Die y-Koordinate des Schnittpunktes
ist ψ(ξ).
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Umkehrung der Legendre - Transformation

Sei nun umgekehrt die Legendre Transformierte ψ(ξ) einer Funktion
f(x) gegeben. Wie kann nun f(x) aus ψ(ξ) rekonstruiert werden? Durch
(ξ, ψ(ξ)) sind nun Tangenten an den Graphen von f(x) gegeben. gegeben.

1

1

ξ 1

ξ
2

ψ2

ψ1

x0 = −ψ(ξ2)−ψ(x1)
ξ2−ξ1

→ dψ
dξ

f(x0) = ψ(ξ(x0)) + x0ξ

x0 x

y

Um den Berührpunkt einer Tangente
(Anstieg ξ1) zu bestimmen, berech-
nen wir zunächst den Schnittpunkt
mit einer “benachbarten” Tangente
(Anstieg ξ2).

y = ψ(ξ1) + ξ1x
y = ψ(ξ2) + ξ2x

Wir erhalten: x = −ψ(ξ2)− ψ(ξ1)

ξ2 − ξ1
, y = ψ(ξ1) + xξ1

Im Grenzfall ξ1 → ξ, ξ2 → ξ erhalten wir somit den Berührpunkt der
Tangente:

x = −dψ

dξ
, f(x) = y = ψ(ξ) + xξ.
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5.2 Anwendung der Legendre Transformation auf

thermodynamische Potentiale

5.2.1 Freie Energie

U = U(S, V, n1, n2, ..., nk)

Wir betrachten U nur als Funktion von S. Die anderen Variablen, denken
wir uns fest gehalten. Es gilt

T =

(
∂U

∂S

)

V,n1,...,nk

Die Legendre Transformation bezüglich S ergibt:

F = U −
(
∂U

∂S

)

V,n1,...,nk

S = U − TS

F = F (T, V, n1, ..., nk) heißt freie Energie.
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Es gilt:

dF =dU − TdS − SdT =

=TdS − pdV +
∑

k

µk dnk − TdS − sdT

=− S dT − pdV +
∑

k

µk dnk

Daher gilt

(
∂F

∂T

)

V,nj

= −S,
(
∂F

∂V

)

T,nj

= −p,
(
∂F

∂ni

)

S,V,nj 6=j

= µi,

43
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5.2.2 Enthalpie

Wir führen nun die Legendre Transformation von U = U(S, V, n1, ..., nk)
bezüglich der Variablen Volumen V durch. Es gilt:

(
∂U

∂V

)

S,nj

= −p

Die Legendre Transformation bezüglich V ergibt daher

H = H(S, p, n1, ..., nk) = U + pV

dH =dU + pdV + V dp =

=TdS − pdV +
∑

k

µk dnk + pdV + V dp

=T dS + V dp+
∑

k

µk dnk

Daher gilt

(
∂H

∂S

)

p,nj

= T,

(
∂H

∂p

)

S,nj

= V,

(
∂H

∂ni

)

S,p,nj 6=j

= µi.
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5.2.3 Die freie Enthalpie G

Führen wir Legendre Transformationen von U = U(S, V, n1, , ..., nk)
bezüglich der Variablen S und V durch, so erhalten wir

G = G(T, p, n1, n2, ...nk) = U + pV − TS

dG =dU + pdV + V dp− TdS − SdT =

=TdS − pdV +
∑

k

µk dnk + pdV + V dp

=− S dT + V dp+
∑

k

µk dnk

Daher gilt

(
∂G

∂T

)

p,nj

= −S,
(
∂G

∂p

)

T,nj

= V,

(
∂G

∂ni

)

T,p,nj 6=j

= µi,
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Unter Verwendung der Eulerschen Gleichung

U = TS − pV +
∑

j

µjnj

erhalten wir

G = U−TS+pV =



TS − pV +
∑

j

µjnj



−TS−pV =
∑

j

µjnj (2)
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und Wärmeübertragung

5.3 Die Minimaleigenschaft von thermodynami-
schen Potentialen

Aus dem 2.Hauptsatz folgt: Die Entropie eines isolierten Sy-
stems hat für gegebene Werte von U und V im thermodyna-
mischen Gleichgewicht ein Maximum.

Beweis:
0 = dU = T dS − p dV +

∑

µk dnk

Aus 1. HS dQ = dU + p dV = 0
Entropiebilanz

dS =
dQ

T
︸︷︷︸

=0

+ deS
︸︷︷︸

=0

+diS ≥ 0

Die Entropie S kann nur zunehmen und ist daher im thermodynamischen
Gleichgewicht maximal!
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5.3.1 Innere Energie

Die innere Energie U eines geschlossenen Systems hat für ge-
gebene Werte der Entropie S und des Volumens V im thermo-
dynamischen Gleichgewicht ein Minimum.

Beweis: Volumen konstant, daher dV = 0. Es gilt

dU = dQ, dS =
dQ

T
+ diS = 0

Somit gilt
dU = dQ = −TdiS ≤ 0

Die innere Energie U kann daher unter den Nebenbedingungen V = const.,
S = const. nur abnehmen. Im Gleichgewichtsfall wird daher eine Minimum
erreicht.
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5.3.2 Freie Energie

Die freie Energie F eines geschlossenen Systems hat für gege-
bene Werte der Temperatur T und des Volumens V im ther-
modynamischen Gleichgewicht ein Minimum.

Beweis: Volumen konstant, daher dU = dQ.

dF = dU − T dS − S dT =

= dQ− T

(
dQ

T
+ diS

)

= −T diS ≤ 0

Die freie Energie F kann daher unter den Nebenbedingungen V = const.,
T = const. nur abnehmen. Im Gleichgewichtsfall wird daher eine Minimum
erreicht.
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5.3.3 Freie Enthalpie

Die freie Enthalpie G eines geschlossenen Systems hat für ge-
gebene Werte der Temperatur T und des Drucks p oder der
Drücke pα der einzelnen Phasen (Untersysteme) im thermody-
namischen Gleichgewicht ein Minimum.

Beweis: Druck konstant, daher dH = dQ.

dG = dH − T dS − S dT =

= dQ− T

(
dQ

T
+ diS

)

= −T diS ≤ 0

Die freie Enthalpie G kann daher unter den Nebenbedingungen p = const.,
T = const. nur abnehmen. Im Gleichgewichtsfall wird daher eine Minimum
erreicht.
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5.4 Stabilität thermodynamischer Systeme

5.4.1 mechanische Stabilität

System’ System’’

Kolben nach Verrückung

p=p’=p’’Gleichgewichtslage

Wir betrachten eine kleine Verrückung des Kolbens, der das System in die
zwei Subsysteme teilt unter den Nebenbedingungen

V ′ + V ′′ = V = const, T ′ = T ′′ = T = const., n′j, n
′′
j = const.

51
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Wir betrachten die freie Energie F , die unter den Nebenbedingung V =
const., T = const. ein Minimum hat. Es gilt:

(
∂F

∂V

)

T,nj

= −p

bzw. analog für jedes Teilsystem ′ bzw. ′′.

F = F ′ + F ′′

= F ′
0+

∂F ′

∂V ′
∆V ′+

1

2

∂2F ′

∂V ′2
(∆V ′)2+...+F ′′

0 +
∂F ′′

∂V ′′
∆V ′′+

1

2

∂2F ′′

∂V ′′2
(∆V ′′)2+...

= F0 +
∂F ′

∂V ′
∆V ′ − ∂F ′′

∂V ′′
∆V ′ +

1

2

∂2F ′

∂V ′2
(∆V ′)2 +

1

2

∂2F ′′

∂V ′′2
(∆V ′)2 + ... =

= F0 + (p′′ − p′)∆V ′ +
1

2

(
∂2F ′

∂V ′2
+
∂2F ′′

∂V ′′2

)

(∆V ′)2 + ... =

= F0 −
1

2

(
∂p′

∂V ′
+
∂p′′

∂V ′′

)

︸ ︷︷ ︸

≤0

(∆V ′)2 + ...

52
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und Wärmeübertragung

(
∂p′

∂V ′
+
∂p′′

∂V ′′

)

≤ 0 (3)

Das gilt für beliebige Teilsysteme, also gilt es auch jedes Teilsystem. Somit
erhalten wir als mechanische Gleichgewichtsbedingung

(
∂p

∂V

)

T,nj

≤ 0

5.4.2 Thermische Stabilität

Bei Betrachtung von U = U(S, V ) erhält man analog

(
∂S

∂T

)

V,nj

≥ 0 und

daraus cv > 0.

5.4.3 Stabilität bezügl. Stoffaustausch

Bei Betrachtung von G = U(p, T ) erhält man analog

(
∂µi
∂ni

)

T,p,nj 6=i

≥ 0.

53

Die Ungleichung (3) gilt für beliebige Systeme ’ bzw. ” , die durch eine bewegliche Trenn-
wand getrennt sind. Lassen wir das System ’ gleich und variieren wir das System ”. Nehmen wir
z. B. als System ” ein ideales Gas mit Volumen V ′′ Es gilt dann

(
∂p

∂V ′′

)

T,nj

= − p

V ′′

und somit (
∂p′

∂V ′

)

T,nj

≤ − p

V ′′
.

Da aber V ′′ beliebig groß gewählt werden kann folgt:

(
∂p′

∂V ′

)

T,nj

≤ 0.

Das “=” wird im kritischen Punkt des Zweiphasengebiets eines Reinstoffes angenommen.
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und Wärmeübertragung

6 Erstarrung: Reinstoffe

6.1 Bedingungen an der Phasengrenzfläche

(thermische) Energiegleichung (siehe Skriptum WÜ)

∂ρh

∂t
+ div(ρh~u)− ∂p

∂t
− ~u · ∇p = −div~̇q + Φ̇

Annahme:

• keine Strömung u = 0,

• isobar p = const, ρ = const,

• ebene Erstarrungsfront bei
z = h(t), mit h′(t) = Vn
Kontrollvolumen begrenzt durch z = ±δ > 0, h(t) < δ.

54
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Vn

Kontrollvolumen V

δ

δ

Erstarrungsfront

~n

x

z

fest (s)

flüssig (l)

Integrale Energiebilanz für Volumen V

∂

∂t

∫

V
(ρh) dV = −

∫

∂V

˜̇q dO

∂

∂t

(

ρhl(δ − Vnt) + ρhs(Vnt+ δ)
)

= −ρ(hl−hs)Vn = (klT∇T l−ksT∇T s)·~n

ρLVn = (ksT∇T s − klT∇T l) · ~n, T l = T s = Tm

55

hs spezifische Enthalpie feste Phase
hl spezifische Enthalpie flüssige Phase

L = hl − hs Phasenumwandlungsenthalpie (latente Wärme)
Vn Ausbreitungsgeschwindigkeit der Erstarrungsfront
ksT Wärmeleitfähigkeit feste Phase
klT Wärmeleitfähigkeit flüssige Phase
V Kontrollvolumen um Phasengrenzfläche
Tm Gleichgewichtserstarrungstemperatur
T s Temperatur an Erstarrungsfront fest
T l Temperatur an Erstarrungsfront flüssig

• Da die Breite 2δ des Kontrollvolumens als klein gegenüber der Länge auf der die Tempe-
ratur variiert, nämlich

δ ≪ L

cp
dT
dz

angenommen wird, können die spezifischen Enthalpien hs bzw. hl in der festen bzw. flüssi-
gen Phase jeweils als konstant angesehen werden.

• Nehmen wir eine eindimensionale Temperaturverteilung T = T (z, t) an, so strömt über
die Ränder x = const des Kontrollvolumens V kein Wärmestrom.

• Somit können wir die Energiebilanz auf die Einheitslängen in x bzw. y-Richtung beziehen.
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6.2 Ebene Erstarrungsfront

6.2.1 Eindimensionale Erstarrung von einer kalten Wand
ausgehend

Energiegleichung flüssige Phase (p = const, ρl = ρs = ρ)

ρclp
∂T l

∂t
= klT

∂2T l

∂z2
, z > h(t)

feste Phase

ρcsp
∂T s

∂t
= ksT

∂2T s

∂z2
, z < h(t)

Grenzfläche

ρL
dh

dt
= ksT

∂T s

∂z
− klT

∂T l

∂z
, T l = T s = Tm

Randbedingungen
T s(0, t) = TB < Tm,

Anfangsbedingung
T l = T∞ > Tm

56

In der festen bzw. flüssigen Phase gilt jeweils die Wärmeleitungsgleichung. Die Stoffwerte Dichte,
Wärmekapazität und Wärmeleitfähigkeit können verschieden sein. Wir wollen hier und im wei-
teren voraussetzen, dass die Dichte in der flüssigen und festen Phase gleich ist. Ein Schrumpfen
oder Ausdehnen beim Phasenübergang würde eine Strömung in der Flüssigkeit bewirken, die
wir, um die Darstellung hier möglichst einfach zu halten, nicht behandeln wollen.
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Ähnlichkeitslösung

T s = TB +∆TΘs(η), ∆T = Tm − TB, η =
z

2
√
κst

, κs = ks/ρcsp

Position und Geschwindigkeit der Grenzfläche

h(t) = 2Λ
√
κst, Vn =

dh

dt
=

Λκs√
κst

T l = TB +∆TΘl(η)

 0
 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

fest fest

flüssig

flüssig

Tmz = h(t)

Vn

η

Λ

TB

Θ

T∞

57

Wir berechnen die partiellen Ableitungen von T s für die Ähnlichkeitslösung

∂T s

∂t
= ∆TΘs′(η)

∂η

∂t
= −∆TΘs′(η)

z

4
√
κst t

= −∆T
η

2t
Θs′(η)

∂2T s

∂z2
= ∆T

[

Θs′′(η)

(
∂η

∂z

)2

−Θs′(η)
∂2η

∂z2

]

= −∆TΘs′′(η)
1

4 t

und setzen in die Energiegleichung ein.
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Strömungsmechanik
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Energiegleichung feste Phase

(Θs)′′ + 2η(Θs)′ = 0 (4)

Energiegleichung flüssige Phase

κl

κs
(Θl)′′ + 2η(Θl)′ = 0

Energiegleichung über Erstarrungsfront

ρLh′(t) = Λ
Lks

csp

1√
κst

=
ks∆T

2
√
κst

(

Θs′(Λ)− kl

ks
Θl′(Λ)

)

2ΛS = Θs′(Λ)− kl

ks
Θl′(Λ) (5)

Stefan Zahl S =
L

csp∆T

58

Integration der Gleichung (4), Trennung der Variablen:

Θs′′

Θs′
= −2η

Integration von 0 bis η

ln
Θs′(η)

Θs′(0)
= −η2

Θs′(η) = Θs′(0)e−η
2

Weitere Integration

Θs(η) −Θs(0) =

∫ η

0
e−s

2

ds

Anpassung an Randbedingungen Θs(0) = 0, Θs(Λ) = 1

1 = Θs′(0)

∫ Λ

0
e−s

2

ds.

Somit erhalten wir schließlich

Θs(η) =

∫ η
0 e

−s2ds
∫ Λ
0 e−s2ds

=
erf(η)

erf(Λ)
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Temperatur der Grenzfläche

Θl(Λ) = Θs(Λ) = 1 (6)

Randbedingung an kalter Wand

Θs(0) = 0 (7)

Temperatur in ungestörter flüssiger Phase

Θl(∞) =
T∞ − TB
Tm − TB

= Θl
∞ ≥ 1

Integration von (4) ergibt (Θs)′(η) = Ae−η
2

. Eine weitere Integration und
Anpassung an die Randbedingungen (7) und (6) ergibt

Θs(η) =

∫ η
0 e

−s2ds
∫ Λ
0 e−s2ds

=
erf(η)

erf(Λ)
,

Θl(η) = Θl
∞+(1−Θl

∞)

∫ η
∞
e−s

2ks/klds
∫ Λ
∞
e−s

2ks/klds
= Θl

∞+(1−Θl
∞)

erf(η
√

ks/kl)− 1

erf(Λ
√

ks/kl)− 1
.

59

Die Lösung für die Temperaturverteilung in der flüssigen Phase erhalten wir auf ähnliche Art
und Weise.

Die Konstante Λ, die die Lage der Phasenumwandlungsfront beschreibt ist noch unbestimmt.
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Einsetzen in Gleichung (5) liefert eine Bedingung für Λ

2ΛS =
erf ′(Λ)

erf(Λ)
+ (Θl

∞ − 1)

√

kl

ks
erf ′(Λ

√

ks/kl)

erf(Λ
√

ks/kl)− 1

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0  2  4  6  8  10

Λ

1/S

Θl
∞ = 1

Θl
∞ = 1, 2

Θl
∞ = 1, 5

60

• Der Kehrwert der Stefan-Zahl S−1 =
csp∆T

L ist ein dimensionsloses Maß für die Un-
terkühlung.

• Für alle Werte von S und Θl
∞ existiert eine Lösung für Λ.

• Beachte h(t) ∼
√
t, Vn ∼ 1/

√
t.

• Die Ähnlichkeitslösung ist eine bevorzugte Lösung in dem Sinne, dass auch bei gestörten
Anfangsbedingungen sich asymptotisch für “große” Zeiten die Ähnlichkeitslösung einstellt.

Im Falle großer Stefan-Zahl S ≫ 1 und Θl
∞ = 1 kann die Lösung vereinfacht werden. Mit

dem Ansatz Λ = Λ1

Sα + · · · und den Näherungen

e−Λ2 ∼ e−Λ2
1
/S2α

= 1 +O(1/S2α),

∫ Λ

0
e−s

2

ds ∼ Λ1

Sα
+ · · ·

erhalten wir

2
Λ1

Sα
S ∼ 1

Λ1

Sα

schließlich Λ1 = 1/
√
2 bzw. α = 1

2 . Die Temperaturverteilung im Festkörper kann dann wie folgt
angenähert werden:

Θs(η) =

∫ η
0 e

−s2ds
∫ Λ
0 e−s2ds

∼ η
√
2S, 0 < η < Λ = 1/

√
2S. lineares Temperaturprofil, siehe VU WÜ
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6.2.2 Erstarrung in einer unterkühlten Schmelze

In eine unterkühlte Schmelze (T l∞ < Tm, ρ
s = ρl) in einem halb-

unendlichen Gefäß wird zur Zeit t = 0 eine Platte mit Temperatur T = Tm
bei z = 0 eingebracht, und die Schmelze beginnt bei z = 0 zu erstarren.
Es breitet sich eine ebene Erstarrungsfront in die Schmelze aus. Im
erstarrten Teil gilt

T s = Tm.

In der Schmelze gilt:
T lt = κlT lzz

Grenzfläche z = h(t):

T l = T s = Tm, ρsLh′ = −klT lz

Ähnlichkeitslösung

T = T∞ +∆TΘ(η), ∆T = Tm − T∞, η =
z

2
√
κlt

Grenzfläche
h(t) = 2Λ

√
κlt

61
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Lösung

Θ(η) =
erf(η) − 1

erf(Λ)− 1

Λ wird aus Gleichung für Phasen-
grenzfläche bestimmt.

Λ
 0

 3

 0

 2.5

 2

 1.5

 1

 0.5

 0.2  1.4 1.2 1 0.8 0.6 0.4

η

fest

flüssig

unterkühlt

Θ
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Gleichung für Λ: (S = L/cp∆T )

√
πΛeΛ

2

(1− erf(Λ)) = S−1

Ähnlichkeitslösungen existieren
nur für S > 1! (geringe
Unterkühlung ∆T < L/cp)

Λ

1/S

 0

 1 0

 1

 2

 3

 4

 5

 0.5
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Lösungen existieren nur für S > 1, geringe Unterkühlung. Ein Teil der bei der Erstarrung frei
werdenden Phasenumwandlungsenthalpie wird verwendet, um die Schmelze auf die Temperatur
Tm zu erwärmen. Der Rest wird durch Wärmeleitung in die Schmelze abtransportiert. Je größer
die Unterkühlung ist, desto größer ist der Temparturgradient, desto größer ist daher auch die
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Phasengrenzfläche.

Falls |cp∆T | > L ist nicht genügend Enthalpie vorhanden, um die Schmelze auf Tm zu
erwärmen. Die Phasenumwandlung muss daher bei einer niedrigeren Temperatur erfolgen.

Die Frontgeschwindigkeit wäre daher unendlich groß. Das ist nicht möglich, und es müssen
daher die kinetischen Prozesse der Phasenumwandlung berücksichtigt werden, “kinetische Un-
terkühlung”.
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6.2.3 Kinetische Unterkühlung

• Erstarrung ist eine Oberflächenreaktion.

• An den erstarrten Teil lagern sich einerseits die Moleküle aus der
flüssigen Phase an und andererseits lösen sich Moleküle aus der festen
Phase.

• Die Raten (Geschwindigkeit) der Anlagerung bzw. Ablösung hängt
von der Unterkühlung Tm − T I ab.

• Bei TM = T I sind die Raten für Anlagerung und Ablagerung gleich.

• Für TI < Tm ist die Rate für die Anlagerung größer als jene für
Ablösung: Front wächst.

• Die Fortschrittsgeschwindigkeit der Phasengrenze kann für kleine Un-
terkühlungen durch

Vn = µ(Tm − T I) (8)

angenähert werden. µ heißt kinetischer Koeffizient.

• kinetische Unterkühlung T I = Tm − µ−1Vn.

64
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6.2.4 Erstarrung in einer unterkühlter Schmelze S < 1

Für S = L/cp∆T < 1 berücksichtigen wir die kinetische Unterkühlung.
Feste Phase:

T s = TI

Flüssige Phase
T lt = κlT lzz

Grenzfläche z = h(t)

T l = TI , ρsLh′ = −ksT lz, h′ = µ(Tm − TI)

charakteristische Länge und Zeit:

l0 =
κl

µ∆T
, t0 =

κl

µ2(∆T )2

65
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Lösungsansatz: Welle unveränderlicher Form (Travelling wave)

T = T∞ +∆TΘ(ζ), ζ = z/l0 − V t/t0

h(t) = l0V t/t0

Einsetzen ergibt

− l2o
κlt0
︸︷︷︸

=1

VΘ′ = Θ′′, Θ(0) = ΘI

V = − ks∆T t0
l20ρ

sL
︸ ︷︷ ︸

κs

κlS

Θ′(0), V =
µ∆T t0
l0

︸ ︷︷ ︸

=1

(1−ΘI)

Wir erhalten mit Θ(ζ) = ΘIexp(−V ζ) und κs = κl:

1 =
ΘI

S
, V = 1− S

θ = Se−(1−S)(z/l0−(1−S)t/t0), h(t) = l0(1− S)t/t0

66

Zusammenfassung: Bei der Frontausbreitung in eine unterkühlte Schmelze sind zwei Fälle zu
unterscheiden:

S > 1 In diesem Fall gibt es keine charakteristische Länge bzw. Zeit in der Aufgabenstellung.
Daher gibt es eine Ähnlichkeitslösung. Die Frontausbreitungsgeschwindigkeit

dh

dt
∼ 1√

t

nimmt ab. Kinetische Unterkühlung spielt keine Rolle.

S < 1 In diesem Fall existiert keine Ähnlichkeitslösung. Die frei werdende Schmelzenthalpie L
reicht nicht aus, die Schmelze auf Tm, die Phasengleichgewichtstemperatur, zu erwärmen,
da L < cp(Tm − T∞) gilt. Unter Berücksichtigung kinetischer Unterkühlung gibt es eine
Lösung unveränderlicher Form mit konstanter Ausbreitungsgeschwindigkeit.
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6.3 Gekrümmte Erstarrungsfront

6.3.1 Fester Tropfen auf einem Substrat

Die Form des Tropfens bei gegebenem Volumen und gegebener Tempe-
ratur ist zu bestimmen. Da Temperatur und Volumen gegeben sind, muss
die Freie (Helmholtz) Energie F = U − TS ein Minimum aufweisen. Dabei
muss die Oberflächenenergie berücksichtigt werden. Wir betrachten hier
einen zylindrischen (2D) Tropfen.

l

z

γ

γ1 γ2

z = h(x)

l1 l2θ

F (T, V, h(.)) = F0(T, V )+w

∫ l2

l1

γ
√

1 + h2x dx+γ1(l2−l1)w+γ2(l−(l2−l1))w

V s = w

∫ l2

l1

h(x) dx

67

w Ausdehnung in y-Richtung
γ Oberflächenenergie zwischen fest/flüssig
γ1 Oberflächenenergie Substrat/fest
γ2 Oberflächenenergie Substrat/flüssig
F0 Freie Energie ohne Grenzflächenenergie
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Variationsrechnung liefert Minimum von F bei

2H =
hxx

(1 + h2x)
3/2

= const,

konstante mittlere Krümmung H: (Kreiszylinder)

γ cos θ = γ2 − γ1

Young-Laplace Gleichung für den Kontaktwinkel

68
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6.3.2 Kapillare Unterkühlung

An der Phasengrenzfläche gilt gs = gl, da bei einem Reinstoff, die
Gibbssche freie Enthalpie gleich dem chemischen Potential ist, siehe (2).
Mit gm = gsm = glm bezeichnen wir die freie Enthalpie bei der Phasenum-
wandlungstemperatur Tm und Druck pl.
Bei Vorliegen einer gekrümmten Grenzfläche gilt nun:
flüssige Phase:

p = pl, T = T I < Tm, gl = gm +

(
∂gl

∂T

)

p
︸ ︷︷ ︸

−sl

(T I − Tm)

feste Phase

p = ps, T = T I < Tm, gs = gm+

(
∂gs

∂T

)

p
︸ ︷︷ ︸

−ss

(T I−Tm)+
(
∂gl

∂p

)

T
︸ ︷︷ ︸

1

ρs

(ps−pl)

Wegen gs = gl gilt nun

(sl − ss)(Tm − T I) =
1

ρs
(ps − pl)

69
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Es gilt nun

sl − ss =
L

Tm

Young-Laplace Gleichung

ps − pl = −2Hγ

Damit erhalten wir die kapillare Unterkühlung

T I = Tm − ps − pl

ρs(sl − ss)
= Tm

[

1 + 2H
γ

ρsL

]

Die Oberflächenenergie γ bewirkt mit der Krümmung H < 0 ein Absenken
der Temperatur der Phasengrenzfläche (Gibbs-Thomson Gleichung)!

70
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Energiebilanz für Phasengrenzfläche

ρsLVnAdt
︸ ︷︷ ︸

Schmelzent.

−γA|t+dt + γAt = A
(

q̇l − q̇s
)

· ~ndt

mit
1

A

∂A

∂t
= −2HVn

erhält man
(ρsL+ 2Hγ)Vn = (ksT∇T s − klT∇T l) · ~n

verallgemeinerte Gibbs-Thomson Gleichung

T I = Tm + Tm2H
γ

ρsL
︸ ︷︷ ︸

kapillare UK

− µ−1Vn
︸ ︷︷ ︸

kinetische UK

71

hl

hs

t+∆t
t

∆z

q̇l

q̇s

A(t+∆t)

A(t)

Energiebilanz für Grenzfläche
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6.3.3 Wachstum eines sphärischen Keims

Zur Zeit t = 0 sei in einer unterkühlten Schmelze T l = T∞ < Tm ein
sphärischer fester Keim mit Radius R (Krümmung H = −1/R) gegeben.
Unter welchen Bedingungen wächst der Keim bzw. verschwindet er?
Annahmen:

• ρs = ρs, csp = clp

• T = T (r, t)

• Energiegleichung in fester bzw. flüssiger Phase

Tt = κ∇2T = κ
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂T

∂r

)

.

• Vernachlässigung der kinetischen Unterkühlung und des Krümmungs-
terms in der Energiebilanz für Grenzfläche bei r = R(t)

T I = Tm

(

1− 2γ

ρLR

)

ρL
dR

dt
=
(

ksT∇T s − klT∇T l
)

· ~n

72
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Anfangsbedingungen

R(0) = R0, T l(r, 0) = T l0(r), T s(r, 0) = T s0 (r)

dimensionslose Variable

r̂ =
r

R0
, T̂ =

T − Tm
Tm − T∞

, t̂ =
t

tp

mit tp = R2
0ρ
sL/kl(Tm − T∞).

ǫT lt = ∇2T l, r > R(t)

ǫT st = κ∇2T s, r < R(t)

Bei r = R(t) : T l = T s = −Γ

R
,

d

dt
R = k

∂T s

∂r
− ∂T l

∂r

mit

ǫ =
1

S
=
clp∆T

L
, Γ =

2γ

R0ρL

Tm
∆T

, κ =
κs

κl
, k =

ksT
klT

(9)
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Annahme: geringe Unterkühlung S−1 = ǫ≪ 1:
Es gilt daher:

∇2T s = 0, bzw. ∇2T l = 0

Daher gilt

T s = −Γ

R
, T l = −1 +

R

r

(

1− Γ

R

)

.

Einsetzen in die Energiebilanz für die Grenzfläche ergibt:

dR

dt
=

1

R

(

1− Γ

R

)

, R(0) = 1

Für R > Γ folgt dR/dt > 0: unbeschränktes Wachstum

Für R < Γ folgt dR/dt < 0: Schrumpfen des Keims bis er verschwindet.

74

Je größer die Unterkühlung, desto kleiner ist der Keimbildungsradius

R∗ =
2γ

ρL

Tm
∆T

ab dem Keimwachstum möglich ist. Bei nur geringer Unterkühlung ist R∗ groß und wachsende
Keime sind daher unwahrscheinlich.
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Schnelle Zeitskala:
Die soeben erhaltene Lösung erfüllt nicht die Anfangsbedingungen für die
Temperaturverteilung. Wir definieren eine anfängliche, schnelle Zeitskala

t∗ = t/ǫ

In der schnellen Zeitskala erhalten wir

T lt∗ = ∇2T l, r > R(t∗) (10)

T st∗ = κ∇2T s r < R(t∗) (11)

d

dt∗
R = ǫ

(

k
∂T s

∂r
− ∂T l

∂r

)

, T s(R) = T l(R) = −Γ

R

Für ǫ≪ 1 erhalten wir daher:

R(t∗) = R0

bzw. die instationären Wärmeleitprobleme (10) und (11) in der festen bzw.
flüssigen Phase mit der Randbedingung an dem festen Ort R = R0

T s(R0, t
∗) = T l(R0, t

∗) = − Γ

R0

76

Die Aufteilung in schnelle und langsame Zeitskala für ǫ ≪ 1 erfolgt im Sinne “angepasster
asymptotischer Entwicklungen”.

319030 Mehrphasensysteme 82 14. Juli 2015



Erstarrung: Reinstoffe

Institut für
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6.3.4 Lineare Stabilitätsanalyse eines sphärischen wachsenden
Keims

Annahme: Ein Keim wachse mit R = R̄(r, t), T = T̄ (r, t) Wir nehmen nun
an, die Form und die Temperaturverteilung sei leicht gestört. Wir wollen
nun bestimmen, ob diese Störung anwächst, oder verschwindet. Es gelte
wiederum ǫ≪ 1.

T = T̄ (r, t) + T ′(r, θ, φ, t), R = R̄(t) +R′(θ, φ, t)

Für die Störgrößen erhalten wir die linearisierten Gleichungen

ǫT l
′

t = ∇2T l
′
, r > R̄, T l

′ → 0 für r → ∞

ǫT s′t = κ∇2T s′, r < R̄,

Grenzflächenbedingungen bei r = R̄

R′
t = kT sr

′ − T lr
′
+ (k T̄ srr − T̄ lrr)R

′

T l
′
+ T̄ lrR

′ = T s′ + T̄ srR
′ = H ′Γ

77

Zur Berechnung der Krümmung: Die Grenzfläche des Keimes ist in Kugelkoordinaten gegeben
durch

~x(t, ϕ, θ) = R(t, ϕ, θ)~er =
(
R̄(t) +R′(t, ϕ, θ)

)
~er.

Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten:

~er =





sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ



 , ~eϕ =





− sinϕ
cosϕ
0



 , ~eθ =





cos θ cosϕ
cos θ sinϕ

sin θ



 .

Es gilt:
∂

∂ϕ
~er = sin θ ~eϕ,

∂

∂θ
~er = ~eθ,

∂

∂ϕ
~eϕ = − sin θ ~er − cos θ ~eθ,

∂

∂θ
~eθ = 0

∂

∂ϕ
~eθ = cos θ~eϕ,

∂

∂θ
~er = −~er,

~er × ~eϕ = −~eθ, ~eϕ × ~eθ = −~er, ~eθ × ~er = −~eϕ.
Definition der Hauptkrümmungen: Die Hauptkrümmungen einer Fläche sind die Eigenwerte der
“Weingartenabbildung”.
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Strömungsmechanik
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Die Weingartenabbildung: Wir betrachten einen Punkt ~x = ~x(ϕ, θ) auf der Fläche. In diesem
Punkt hat die Fläche eine Tangentialebene τ und einen (orientierten) normierten Normalenvek-
tor ~n = ~n(ϕ, θ). Wie ändert sich nun der normierte Normalenvektor, wenn man aus dem Punkt
~x in Richtung eines Tangentialvektors ~t bewegt, also die Richtungsableitung von ~n in Richtung
~t bildet? Da ~n normiert ist, ist diese Richtungsableitung nun normal auf ~n und liegt daher in
der Tangentialebne τ . Wir erhalten somit eine Abbildung (Weingartenabbildung) der Vektoren
der Tangentialebene τ auf die Tangentialebene τ :

~t→ d~n

d~t

Hauptkrümmungen: Ist nun die Änderung von ~n parallel zu ~t spricht man von einer Haupt-
krümmungsrichtung. Der Vektot ~t ist in diesem Fall ein Eigenvektor der Weingartenabbildung.

Um die mittlere Krümmung (Mittelwert der Hauptkrümmungen) zu berechnen, müssen wir
zunächst die Weingartenabbildung bestimmen und dann daraus die Spur (Summe der Eigenwerte
= Summe der Diagonalelemente) berechnen.

Wir wählen als Basis der Tangentialebene τ die normierten Tangentialvektoren ~tϕ, ~tθ in ϕ
bzw. θ Richtung.

~tϕ =
1

|| ∂~x∂ϕ ||
∂

∂ϕ
~x =

1
√

R2 sin2 θ +R2
ϕ

(R sin θ~eϕ +Rϕ~er) = ~eϕ +
R′
ϕ

R̄ sin θ
~er,

~tθ =
1

||∂~x∂θ ||
∂

∂θ
~x,=

1
√

R2 +R2
θ

(R~eθ +Rθ~er) ∼ ~eθ +
R′
θ

R̄
~er

Es gilt:

~tϕ~tθ =
RϕRθ

√

(R2 sin2 θ +R2
ϕ)(R

2 +R2
θ)

∼
R′
ϕR

′
θ

R̄2 sin θ

Den Normalnvektor erhalten wir daher als:

~n =
1

||~tθ × ~tϕ||
~tϕ × ~tθ =

1
√

R2 sin2 θ2 +R2
θ sin

2 θ +R2
φ

(R sin θ~er −Rθ sin θ~eθ −Rϕ~eϕ)

∼ ~er −
R′
θ

R̄
~eθ −

R′
ϕ

R̄ sin θ
~eϕ.

Bilden wir die Ableitungen des Normalenvektors nach ϕ bzw. θ

∂~n

∂ϕ
∼ sin θ~eϕ +

R′

R̄
~er −

(
R′
θ

R̄
cos θ +

R′
ϕϕ

R̄ sin θ

)

~eϕ +

(

R′
ϕ cos θ

R̄ sin θ
−
R′
θϕ

R̄

)

~eθ

∂~n

∂θ
∼ ~eθ +

R′

R̄ sin θ
~er +

(

R′
ϕ cos θ

R̄ sin2 θ
−

R′
ϕθ

R̄ sin θ

)

~eϕ − R′
θθ

R̄
~eθ

Wir wenden nun die Weingartenabbildung auf ~tϕ bzw. ~tθ an und stellen das Ergebnis in der
Basis ~tϕ, ~tθ dar.

1

|| ∂~x∂ϕ ||
∂~n

∂ϕ
= w11~tϕ + w12~tθ
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1

||∂~x∂θ ||
∂~n

∂θ
= w21~tϕ + w22~tθ

Aus diesen Gleichungssystem können wir nun w11, w12, w21, w22 bestimmen. Bezeichnen wir
mit

~A =
1

|| ∂~x∂ϕ ||
∂~n

∂ϕ

∼
(
1

R̄
− R′

R̄2

)

~eϕ +
R′

R̄2 sin θ
~er −

(
R′
θ

R̄2 sin θ
cos θ +

R′
ϕϕ

R̄2 sin2 θ

)

~eϕ +

(

R′
ϕ cos θ

R̄2 sin2 θ
−

R′
θϕ

R̄2 sin θ

)

~eθ

bzw.
~B =

1

||∂~x∂θ ||
∂~n

∂θ
,

∼
(
1

R̄
− R′

R̄2

)

~eθ +
R′

R̄2 sin θ
~er +

(

R′
ϕ cos θ

R̄2 sin2 θ
−

R′
ϕθ

R̄2 sin θ

)

~eϕ − R′
θθ

R̄2
~eθ

so erhalten wir für die mittlere (Gaußsche)-Krümmung H:

2H = w11 + w22 =
~A · ~tϕ + ~B · ~tθ − ( ~A · ~tθ + ~B · ~tϕ)

1− (~tϕ · ~tθ)2

∼ ~A · ~tϕ + ~B · ~tθ

∼ 2

R̄
− 2R′

R̄2
−
(

R′
θ

R̄2 sin θ
cos θ +

R′
ϕϕ

R̄2 sin2 θ

)

− R′
θθ

R̄2
.

Der Laplace Operator in Kugelkoordinaten lautet:

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
L

L =
∂

∂θ2
+ cotθ

∂

∂θ
+

1

sin2θ

∂2

∂ϕ2

2H = 2H̄ + 2H ′ ∼ − 2

R̄
+

(L + 2)R′

R̄2
+ · · ·

Bemerkung zur Grenzflächenbedingung: Für die gestörte Lösung gilt

T̄ l(R̄(t)+R′(θ, φ, t), t)+T l
′
(R̄(t)+R′(θ, φ, t), θ, φ, t) = T̄ s(R̄(t)+R′(θ, φ, t), t)+T s′(R̄(t)+R′(θ, φ, t), θ, φ, t)

Wir entwickeln die Temperatur um die Stelle r = R̄(t) und vernachlässigen Terme höherer
Ordnung (Produkte von Potenzen T ′ bzw. R′ mit Potenzen von T ′ bzw. R′). Wir behalten nur
die in R′ und T ′ linearen Terme.

T̄ l(R̄(t), t)+T̄ lr(R̄(t), t)R
′+T l

′
(R̄(t), θ, φ), t)+.... = T̄ s(R̄(t), t)+T̄ lr(R̄(t), t)R

′+T s′(R̄(t), θ, φ), t)+....

Da T̄ l(R̄(t), t) = T̄ s(R̄(t), t) gilt, erhalten wir

T̄ lr(R̄(t), t)R
′ + T l

′
(R̄(t), θ, φ), t) = T̄ lr(R̄(t), t)R

′ + T s′(R̄(t), θ, φ), t)
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Lösung mittels sphärischer, harmonischer Kugelfunktionen Ylm(θ, φ), l =
1, 2, 3, ..., m = 1, 2, 3, .... Es gilt

LYlm = −l(l + 1)Ylm

Ansatz
T l

′
(r, φ, θ, t) = A0(t)f(r)Ylm(φ, θ),

T s′(r, φ, θ, t) = A1(t)h(r)Ylm(φ, θ),

R′(φ, θ, t) = R̂(t)Ylm(φ, θ).

Für f bzw. g erhalten wir die gewöhnlichen Differentialgleichungen

f ′′ +
2

r
f ′ − l(l + 1)

r2
f = 0, h′′ +

2

r
h′ − l(l + 1)

r2
h = 0,

mit den Lösungen
f(r) = r−l−1, h(r) = rl

78

Lösung der Potentialgleichung in Kugelkoordinaten: Der Produktansatz T l
′
= A0(t)f(r)Y (φ, θ)

führt nach Einsetzen in die Gleichung ∇2T l
′
= 0 und Trennung der Variablen auf

f ′′(r) + 2
rf

′(r)
1
r2
f(r)

= −LY
Y

= λ

wobei λ eine zu bestimmende Konstante ist.
Ein Produktansatz für Y (φ, θ) = g(θ)e(φ) führt zu

e [g′′ + cot θ g′] +
1

sin2 θ
ge′′ = −λ e g

Nochmals Trennung der Variablen ergibt

e′′

e
= −(g′′ + cot θ g′ + λ g) sin2 θ

g
= −m2

Da e(φ) die Periode 2π hat gilt e = cosmφ oder e = sinmφ mit m einer natürlichen Zahl. Für
g erhalten wir daher das Eigenwertproblem

g′′ + cot θg′ +

(

λ− m2

sin2 θ

)

g = 0

mit den Randbedingungen, dass g(±π/2) beschränkt ist. Es stellt sich heraus, dass λ = l(l+ 1)
mit l = 1, 2, 3, 4, ... und g = Plm(cos θ) wobei Plm das zugeordnetes Legendre Polynom ist:

Plm(x) =
(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l.
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Aus der linearisierten Gibbs-Thomson Gleichung erhält man

A0(t) =

[

R̄l − 1

2
Γl(l + 1)R̄l−1

]

R̂

Aus der Bedingung für den Wärmestrom erhält man die DG für R̂

dR̂

dt
=

{

1− Γ

2R̄(t)
[(l + 1)(l + 2) + 2 + kl(l + 2)]

}
l − 1

R̄2
R̂

Für l = 1 gilt R̂ = const.
Für l = 2 erhalten wir

dR̂

dt
=

{

1− Γ

R̄(t)
(4k + 7)

}
1

R̄2
R̂

Wachstum der Störung, falls R̄ > Rc = (4k+7)Γ. Rc kritischer Radius. Es
gilt

Rc
R∗

= 4k + 7

79

• Zur Erinnerung: k = ksT /k
l
T

• Falls R < R∗ schrumpft der Keim und verschwindet.

• Falls R∗ < R < Rc sphärisches Keimwachstum, Störungen der sphärischen Gestalt ver-
schwinden.

• R > Rc die Grenzflächenenergie verliert an Bedeutung, Störungen der Form wachsen
weiter, Bildung von “Schneeflocken”. Mit linearer Theorie keine weitere Aussage möglich.

• Es genügt l = 2 zu betrachten. Bei größeren Werten von l wird der Faktor von R̂ ne-
gativer. Die entsprechenden Eigenmoden sind daher stabiler. Mit anderen Worten: Die
Eigenmoden mit l = 2 verlieren als erstes ihre Stabilität.

319030 Mehrphasensysteme 87 14. Juli 2015



Erstarrung: Reinstoffe

Institut für
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6.4 Lineare Stabilitätsanalyse des ebenen Front-

wachstums in einer unterkühlten Schmelze für
S < 1

fest, z < h(x, t) : T st = κs∇2T s

flüssig, z > h(x, t) : T lt = κl∇2T l

T l → T l∞ für z → ∞
Phasengrenzfläche z = h(x, t)

T s = T I = T l = Tm

(

1 + 2H
γ

ρL

)

−µ−1Vn

flüssig

fest

x

z

z=h(t)

z=h(t+dt)

Vn

(ρL+ 2Hγ)Vn =
(

ksT∇T s − klT∇T l
)

· ~n

~n =
1

√

1 + h2x
(−hx, 1), Vn =

ht
√

1 + h2x
, 2H =

hxx
√

1 + h2x
3

80

Berechnung der Normalgeschwindigkeit Vn Wir betrachten die Bahnkurve eines Teilchen (x(t), z(t)),
das sich immer auf der Front (x, h(x, t)) befindet. Also muss gelten

z(t) = h(x(t), t).

Die Bahnkurve des Teilchen sei senkrecht auf die Front. Das heißt der Geschwindigkeitsvektor
~Vn = (ẋ(t), ẏ(t)) = (ẋ(t), hxẋ + ht) ist orthogonal auf die Tangentialfläche der Front (hier: auf
den Tangentialvektor der Front ~t = (1, hx)). Es gilt also

0 = ~Vn · ~t = (ẋ(t), ẏ(t)) · (1, hx) = (ẋ(t), hxẋ+ ht) · (1, hx)

0 = ẋ(1 + h2x) + hthx

Wir erhalten somit

ẋ = − hthx
1 + h2x

.

~Vn =
ht

1 + h2x
(−hx, 1)

Der Betrag der Normalgeschwindigkeit der Front ergibt sich daher zu:

|~Vn| = Vn =
ht

√

1 + h2x
.
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Strömungsmechanik
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6.4.1 dimensionslose Formulierung

Wir beziehen alle Längen bzw. Zeiten auf

l0 =
κl

µ∆T
, t0 =

κl

(µ∆T )2

und definieren die dimensionslose Temperatur (wie üblich)

T = T∞ +∆T θ, ∆T = Tm − T∞.

Wir bezeichnen mit z, x, bzw. t im folgenden die dimensionslosen un-
abhängigen Variablen.
Wir erhalten

θt = ∇2θ, z > h(x, t)

θt = κ∇2θ, z < h(x, t)

z = h(x, t) : (S + 2HC−1)Vn = (k∇θ|z=h− −∇θ|z=h+) · ~n, (12)

θI = 1 + 2HΓ1 − Vn (13)

C =
klT
µγ
, S =

L

clp∆T
, Γ1 =

γ

L

Tmc
l
pµ

klT
, κ =

κs

κl
, k =

ksT
klT

81
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Den Grundzustand, θ̄ = Se−V ẑ, mit ẑ = z−V t, h̄ = V t, V = 1−S haben
wir bereits bestimmt. Wir wollen nun diesen Grundzustand stören:

θ = θ̄ + θ′, h = h̄+ h′.

Wir setzen ein und erhalten für die Störgrößen bei Vernachlässigung der
nichtlinearen Terme in der Krümmung H:

θ′t − V θẑ = ∇2θ′

mit θ → 0 für ẑ → ∞. An der Phasengrenzfläche ẑ = 0 gilt:

Sh′t + C−1V h′xx + V 2Sh′ = kθ′ẑ|ẑ=0− − θ′ẑ|ẑ=0+, (14)

Γ1h
′
xx − h′t + V Sh′ = θ′ (15)

82

Wir entwickeln die einzelnen Terme in der Grenzflächenbedingung (12):

(

S +
2H

C

)

Vn ∼
(
S + C−1h′xx

)
(V + h′t) ∼ SV +

(
Sh′t + C−1V h′xx

)
+ ...

∇θ|z=h+ ∼ θ̄ẑ(h
′+)+θ′(h′+)ẑ ∼ θ̄ẑ(0+)+θ̄ẑẑ(0+)h′+...+θ′(0+)ẑ+... ∼ −SV+SV 2h′+θ′(0+)ẑ+...

∇θ|z=h− ∼ θ̄ẑ(h
′−) + θ′(h′−)ẑ ∼ θ̄ẑ(0−) + θ̄ẑẑ(0−)h′ + ...+ θ′(0−)ẑ + ... ∼ θ′(0−)ẑ + ...

und erhalten (14). Glg (15) erhalten wir aus (13) durch

Vn ∼ V + h′t

2H ∼ h′xx

θI ∼ θ̄(h′) + θ′(h′) = θ̄(0+) + θ̄ẑ(0+)h′ + θ′(0+) + ... ∼ S − SV h′ + θ′(0+) + ...
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6.4.2 Normalmoden-Analysis

Wir nehmen an, die x-Abhängigkeit der Störung sei harmonisch mit der
Wellenzahl a1. Wir wollen untersuchen, ob eine Störung mit gegebener Wel-
lenzahl a1 auf- oder abklingt. Wir setzen an

θ′(x, ẑ, t) = θ̂(ẑ)eσt+ia1x, h′(x, t) = ĥeσt+ia1x

Einsetzen in die Energiegleichung liefert die gewöhnliche Differentialglei-
chung

(

σ − V
d

dz

)

θ̂ =

(
d2

dz2
− a21

)

θ̂

mit der Lösung θ̂(ẑ) = θ̂(0)e−p+ẑ für ẑ > 0 bzw. θ̂(ẑ) = θ̂(0)ep− ẑ für
ẑ < 0, wobei p+ bzw. p− die Lösungen der Gleichungen

p2+ − p+V − (a21 + σ) = 0, bzw. κp2− − p−V − (κa21 + σ) = 0 (16)

sind

p+ =
V +

√

V 2 + 4(a21 + σ)

2
, p− =

V −
√

V 2 + 4(κ2a21 + κσ)

2κ
(17)

83
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Einsetzen in die Grenzflächenbedingung liefert ein lineares homogenes Glei-
chungssystem für ĥ und θ̂(0):

(σS − C−1V a21 + V 2S)ĥ = (p+ − kp−)θ̂(0)

(−Γ1a
2
1 − σ + V S)ĥ = θ̂(0)

Eine nicht triviale Lösung liegt nur dann vor, wenn die Determinante dieses
Gleichungssystem verschwindet:

σ(S + p+ − kp−) = (p+ − kp−)(V S − Γ1a
2
1) + C−1a21 − V 2S (18)

Aus (17) und (18) kann nun bei gegebener Wellenzahl a1 der Exponent σ
bestimmt werden. Ist σ positiv bzw. hat einen positiven Realteil, so wächst
die Störung (instabil), ist σ bzw. der Realteil von σ negativ, so klingt die
Störung ab (stabil).

84

Übung: Schreiben Sie ein Programm, um σ = σ/a1 für verschiedene Werte von Γ1, S < 1,
C darzustellen! Beachte V = 1− S.
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und Wärmeübertragung

σ
S=0, C=0.1

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 0  2  4  6  8  10

a1

Γ1 = 1

Γ1 = 2

Γ1 = 3
Γ1 = 4

Γ1 = 5

Abhängigkeit der Anfachungsrate σ von der Wellenzahl a1 der Störung der
Grenzfläche (k = 0).

85
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6.4.3 Verhalten bei kleinen Wellenzahlen

(Vereinfachung hier: k = 0, p = p+). Wir entwickeln σ bzw. p nach
kleinen Wellenzahlen

σ = σ0 + σ2a
2
1 + ..., p = p0 + a21p2 + ...

Einsetzen in (17), (18) und Vergleich gleicher Potenzen von a1 liefert:

σ0(S + p0) = (p0 − V )V S, p0 = V +
σ0
p0

In Davis Glg (2.100b) ist falsch

mit den zwei Lösungen für σ0 = 0, p0 = V bzw. σ0 = V S + S/2 −
√

V S + S2/4 < 0. Die zweite Lösung entspricht einem stabilen Mode und
dieser bleibt auch bei kleinen Wellenzahlen stabil.
Betrachten wir nun σ0 = 0 und bestimmen wir σ2. Wir erhalten aus (16)
p2 =

1+σ2
V und aus (18)

σ2 = −Γ1 +
S + C−1

1− S
.

Wir erhalten

σ2 > 0, ⇐⇒ S > Sc =
1− C−1

1 + Γ1

86

Falls S < Sc ist die Anfachungsrate auch für kleine Wellenzahlen negativ. Es stellt sich her-
aus, dass die Anfachungsraten dann auch für alle anderen Wellenzahlen negativ sind. Störungen
werden daher weggedämpft. Die ebene Front ist stabil.

Für S > Sc ist die Anfachungsrate für kleine Wellenzahlen positiv. Die ebene Front ist daher
instabil.
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-0.0012

-0.001

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

 0

 0.0002

 0.0004

 0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16  0.18

σ

a1

C=4
Γ1=1
Sc=0.375

S=1.07·ScS=ScS=0.8·Sc

Quelle: Johannes Strecha
Anfachungsrate σ als Funktion der Wellenzahl a1 für verschiedene Werte
der Stefan-Zahl. Für S < Sc ist das ebene Frontwachstum stabil.
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7 Binäre Gemische

7.1 Bedingungen an der Phasengrenzfläche

Im Unterschied zu einem Reinstoff, muss bei einem binären Gemisch zusätz-
lich zur Temperaturverteilung T = T (x, y, z, t) die Konzentrationsvertei-
lung C = C(x, y, z, t) der gelösten Substanz bestimmt werden.
Wir nehmen die Gültigkeit des Fickschen Gesetzes an:

j̇ = −D∇C

wobei j̇ der Stoffstrom der gelösten Substanz und D der Diffusionskoeffizi-
ent ist.
Aus der Bilanz der gelösten Substanz erhält man unter Voraussetzen eines
konstanten Diffusionskoeffizienten die Diffusionsgleichung

Ct = D∇2C .

88

Ficksches Gesetz: Das Gleichgewichtsbedingung für das stoffliche Gleichgewicht der Kompo-
nente i lautet, dass das chemische Potential dieser Komponente i constant ist, also µi = const.

Ist hingegen µi nicht konstant, so bewirkt das einen Stoffstrom ~ji der Komponente i. Nahe
dem thermodynanischen Gleichgewicht ist der Stoffstrom nach dem Fickschen Gesetz propor-
tional zum Gradienten des chemischen Potentials µi

~ji = −K (∇µi)p,T

wobei der Stoffstrom ~ji in mol/m2s angegeben wird. Für das chemische Potential einer Kompo-
nente i in einem Gemisch gilt nun (siehe Kap. 2)

µi(p, T ) = µ0i +RT lnxi

und somit
~ji = −K∇ (RT lnxi) = −KRT

xi
∇xi = −KRT

Ci
∇Ci = −D∇Ci

Beachte: Ci ist die Stoffmengenkonzentration der Komponente i in mol/m3.
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E

α+β

αflüssig + 

fl. + β
β

flüssig

α
E D

solidus

liquidus

solidus

liquidus

Cs C l = Cs/k

TL = Tm +mC

Tm Tm

T
T

C

TS

T0

w0 1

TL = Tm +mC, Ts = Tm +mSC

Aus
T0 = TS(C

s) = Tm +mSC
s = TL(C

l) = Tm+mC
l

folgt

k =
Cs

C l
=

m

ms
, Entmischungskoeffizient, segregation coeff.

89

Wir wollen hier sehr stark verdünnte Lösungen betrachten w ≪ 1 und näheren die Liquidus-
bzw. Soldiusline im Phasendiagramm durch eine Gerade an. Weiters verwenden wir anstelle des
Molanteils x oder des Massenanteil w die molare Konzentration C.

An der Phasengrenze tritt im thermodynamischen Gleichgewicht ein Sprung in der Konzen-
tration C der gelösten Substanz auf.
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Phasengrenzfläche
Bedingung für Konzentrationen

C l − Cs =
1− k

k
Cs

Unterkühlung Phasengrenzfläche

T l = T s = T I = Tm + Tm2H
γ

ρL
︸ ︷︷ ︸

kapp. UK

+ mC l
︸︷︷︸

konst. UK

− µ−1Vn
︸ ︷︷ ︸

kin. UK

Energiebilanz an Grenzfläche

(ρL+ 2Hγ)Vn = (ksT∇T s − klT∇T l) · ~n

Massenbilanz

(C l − Cs)Vn = (Ds∇Cs −Dl∇C l) · ~n

90

Interpretation der Massenbilanz der Grenzfläche: Schreitet die Grenzfläche mit der Geschwin-
digkeit Vn voran, so muss pro Zeiteinheit und Querschnittsfläche die Stoffmenge (C l − Cs)Vn
abtransportiert werden. Der Transport des gelösten Stoffes erfolgt durch Diffusion. Daher muss
die Differenz der Stoffströme in die feste bzw. flüssige Phase gleich der abtransportierten Stoff-
menge der gelösten Substanz sein.
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7.2 Eindimensionale Erstarrung von einer gekühlten
Wand ausgehend

Voraussetzungen, wie in 6.1.1 bei Erstarrung von Reinstoff.
keine kinetische Unterkühlung.
Ähnlichkeitslösung

T = TB +∆TΘ(η), ∆T = Tm − TB , η =
z

2
√
κst

C =

{
C∞

(
1 + 1−k

k χ(η)
)
, z > h(t)

C∞(k + (1− k)χ(Λ)) z < h(t)

h(t) = Λ2
√
κst

91
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feste Phase η < Λ
Θ′′ + 2ηΘ′ = 0,

flüssige Phase η > λ

κl

κs
Θ′′ + 2ηΘ′ = 0,

D

κs
χ′′ + 2ηχ′ = 0

Temperatur an Phasengrenze

ΘI = Θ(Λ) = 1 +
mC∞

k∆T
(k + (1− k)χ(Λ+))

Energiegleichung für Phasengrenze

Λ =
1

S

(

Θ′(Λ−)− κl

κs
Θ′(Λ+)

)

Massenbilanz für gelöste Substanz an Phasengrenze

Λ

(

1 +
1− k

k
χ(Λ+)

)

= −D
s

κs
1

k
χ′(Λ+)

92

Falls ΘI = Θ(Λ), Λ und χ(Λ+) gegeben sind kann die Temperaturverteilung Θ und die Kon-
zentrationsverteilung χ wiederum durch die Fehlerfunktion ausgedrückt werden.

ΘI , Λ und χ(Λ+) können dann aus den Bedingungen für die Unterkühlung an der Phasen-
grenzfläche sowie der Energie- und Stoffbilanz an der Phasengrenzfläche bestimmt werden.
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Binäre Gemische

Institut für
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7.3 Gerichtete Erstarrung

• dünne Hele Shaw Zelle

• wird in negative z−Richtung
mit konstanter Geschw. V be-
wegt.

• An zwei festen Stellen z = zT
bzw. z = zB wird durch Quer-
balken die Temperatur vorge-
schrieben.

• Stationärer Grundzustand mit
Erstarrungsfront bei z = 0.

x y

zz

VV

TT > TmTT > Tm

TB < TmTB < Tm

fest

flüssig

93
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7.3.1 Grundzustand + vereinfachende Annahmen

Energiegleichung und Massenbilanz im laborfesten Bezugssystem

T lt − V T lz = κl∇2T l, C lt − V C lz = Dl∇2C l, z > h(x, t)

T st − V T sz = κs∇2T s, Cst − V Csz = Ds∇2Cs, z < h(x, t)

Randbedingungen

z = zT , T l = TT , C lz = C∞,
z = zB , T s = TB, Csz = 0

Grenzflächenbedingungen (Stationär bei z = 0)

T I = Tm

(

1 + 2H
γ

ρL

)

+mC l − µ−1Vn, (19)

(ρL+ 2Hγ)Vn = (ksT∇T s − klT∇T l) · ~n (20)

Cs = kC l, (C l − Cs)Vn = (Ds∇Cs −Dl∇C l) · ~n (21)

94

319030 Mehrphasensysteme 102 14. Juli 2015
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dimensionslose Variable

z = ζ
D

V
, x = ξ

D

V
, t = τ

D

V 2
,

T = T0 +∆T Θ(ζ), C = C∞(1 +
1− k

k
χ(ζ))

T0 = Tm +
mC∞

k
− µ−1V, ∆T =

TT − TB
zT − zB

D

V

Energiegleichung und Massenbilanz in dimensionsloser Form

D

κ
(Θτ −Θζ) = ∇2Θ, χτ − χζ = ∇2χ.

95

Die Längenskala wird so gewählt, dass der Diffusionsstrom aufgrund einer Konzentrationsstörung
die gleich ist dem konvektiven Stoffstrom. Daher wählen wir als Referenzlänge D/V .

Über die Länge zT − zB herrscht der Temperaturunterschied TT − TB . Über die Länge D/V
nur der entsperchende Anteil, nämlich das D/V/(zT − ZB)-fache von TT − TB.

Wir suchen eine stationären Grundzustand, sodass die ebene Erstarrungsfront bei z = 0
liegt. Weit vor der Erstarrungsfront habe die Schmelze die Konzentration C∞. Da es sich um
einen stationären Vorgang handelt, muss daher die Konzentration in der festen Phase ebenfalls
C∞ betragen. Im der festen Phase vernachlässigen wir die Diffusion (Ds = 0) daher gilt an der
Phasengrenzfläche

Cs(0−) = C∞, C l(0+) =
1

k
C∞. C l − Cs =

1− k

k
C∞.

Daher skalieren wird die Konzentrationsstörung C l − C∞ in der Schmelze mit (1− k)/k C∞.
Die Temperatur T0 an der Phasengrenzfläche ist einerseits gleich der Solidustempertur für

die Konzentration C∞ bzw. gleich der Liquidustemperatur bei der Konzentration C∞/k.
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Strömungsmechanik
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vereinfachende Annahmen:

• gleiche Stoffwerte für kT , ρ, cp in beiden Phasen

• Ds = 0

• S = L
cp∆T

≪ 1, somit stetiger Temperaturgradient.

• D
κ ≪ 1

Θ(ζ) = Θζ,0ζ,

FTA: Frozen temperature approximation

χ(ζ) = e−ζ , ζ > 0, χ = 0, ζ < 0

• Vernachlässigung der kinetischen Unterkühlung.

• eindimensionale Lösung (nur abhängig von z bzw. ζ).

96

Die Energiegleichung vereinfacht sich daher zu

Θζζ = 0

und wir erhalten daher ein lineares Temperaturprofil.
Die Gleichung für die Konzentration wird daher zu

−χζ = χζζ

Mit der allgemeinen Lösung
χ(ζ) = A+Be−ζ

Anpassung an die Randbedingungen χ(1) = 0 bzw. χ(∞) = 0 ergibt χ(ζ) = e−ζ .
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Grundlösung dimensionsbehaftet:

T = T0 +
∆T

∆z
z = T0 +GT z

mit
T0 = Tm +

m

C∞
k − µ−1V,

GT =
∆T

∆z

C = C∞

(

1 +
1− k

k
e−V/Dz

)

, z > 0

Konzentrationsgradient

GC = C∞
k − 1

k

V

D

97
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Binäre Gemische

Institut für
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7.3.2 Linearisierte Stabilitätsanalyse einer fortschreitenden
Front

Annahme: Das Temperaturfeld bleibt ungestört. Θ = ζ
Konzentration in flüssiger Phase:

χτ − χζ = ∇2χ, χ→ 0, für ζ → ∞

Grenzfläche ζ = h̃(ξ, τ) (Unterkühlung):

M−1h̃ = 1− χ+ 2HΓ

Massenbilanz

[(k − 1)(1 − χ) + 1](1 + h̃τ ) = −χζ + h̃ξχξ

mit M Morphologie-Zahl , Γ Maß für Grenzflächenenergie

M =
mGc
GT

=
m(k − 1)C∞V

kGTD
, Γ =

γTm
ρLmGc

V 2

D2
=
V

D

γTm
ρL

k

mC∞(k − 1)

98

Aus Grenzflächenbedingung (19) Bei ζ = h̃(ξ, τ)

T0 +GT h̃
D

V
= T0 + Tm2h̃ξξ

V

D

γ

ρL
+mC∞

(

1− 1

k
+

1− k

k
χ

)

(
GT
mGC

)

︸ ︷︷ ︸

M−1

h̃ = 2h̃ξξ

(
Tmγ

ρLmGC

V 2

D2

)

︸ ︷︷ ︸

Γ

+1− χ

Beachte die dimensionslose Normalgeschwindigkeit der Front is 1 + h̃τ .
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und Wärmeübertragung

Störansatz
χ = e−ζ + χ′(ζ, ξ, τ)

Auswertung an gestörter Phasengrenzfläche

χ(h̃) = e−h̃ + χ′ ∼ 1− h+ χ′

Störgleichungen

χ′
τ − χ′

ζ = ∇2χ′, ζ > 0, χ′ → 0 für ζ → ∞

Bei ζ = 0 gilt:
χ′ = (−M−1 − 1)h̃ + 2Γh̃ξξ

χ′
ζ = (k − 1)χ′ − kh̃− h̃τ

99

Wir erhalten damit
1

M
h̃ = −h̃− χ′ + 2Γh̃ξξ

χ′ = (−M−1 − 1)h̃+ 2Γh̃ξξ

Einsetzen in die Massenbilanz ergibt

χ′
ζ = (k − 1)χ′ − kh̃− h̃τ
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Lösung mittels Normal-Moden Ansatz

χ′(ζ, ξ, τ) = χ1(ζ)e
στ+i a1ξ, h̃(ζ, ξ, τ) = h1e

στ+i a1ξ,

Einsetzen in Diffusionsgleichung liefert

σχ1 =
d2χ1

dζ2
+

dχ1

dζ
− a21χ1

mit den Randbedingungen

dχ1

dζ
= (k − 1)χ1 − (k + σ)h1 (22)

χ1 =
(
M−1 − 1 + a21Γ

)
h1 (23)

100
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Allgemeine der Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung

χ1 = Ae
− 1

2

{

1+
√

1+4(σ+a2
1
)
}

ζ

Einsetzen in Randbedingungen (22), (23) ergibt zwei lineare Gleichungen
für h1 und die Konstante A. Dieses Gleichungssystem hat eine nichttriviale
Lösung, falls die Determinante des Gleichungssystems verschwindet:

√

1 + 4(σ + a21) = 1− 2k − 2(σ + k)

M−1 − 1 + a21Γ
. (24)

Neutrale Kurve σ = 0

M−1 = 1− a21Γ +
2k

1− 2k −
√

1 + 4a21
(25)

101

Falls Γ << 1 ist die größte dimensionslose Wellenzahl a1, bei der marginale Stabilität vorliegt:

a21,c =
1−M−1

Γ

Die entsprechende dimensionsbehaftete Wellenlänge1 ist daher

λ1,c =
2π

a1

D

V
= 2π

D

V

(
Γ

1−M−1

)1/2

= 2π

(
γTm
ρL

1

mGc −GT

)1/2

(26)

Gilt weiters M−1 ≪ 1 erhalten wir:

λ1,c =
2π

a1

D

V
= 2π

√
Γ
D

V
= 2π

√

D

V

γTm
ρL

k

mC∞(k − 1)
= 2π

√

D

V

γTm
ρL∆T0

wobei

∆T0 = mC∞
k − 1

k

die Differenz zwischen der Liquidus- und Solidustemperatur2 bei der Konzentration C∞ ist.

1[3] p58. Glg. (3.25)
2[3] p.51 Fig. 3.4
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Neutrale Kurve

Γ=0,1

Γ=0,5
Γ=1

Γ=2

Γ=0

Γ=0,01Stabil

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  1  2  3  4  5a1

M−1

102

• In dem Diagramm wird für gegebenen Parameter Γ jene Morphologie-ZahlM als Funktion
der Wellenzahl a1 angegeben, für die der Verstärkunsfaktor σ verschwindet. Neutrale
Stabilität.

• Oberhalb der neutralen Kurven (bei gegebenem Γ) sind die angeregten Moden stabil,
unterhalb instabil.

• Für M < 1 sind alle Moden stabil.

• Die Oberflächenenergie wirkt stabilisierend.

• Für Γ > Γ∗ sind alle Moden für alle Morphologiezahlen stabil.

• Die Oberflächenenergie stabilisiert zunächst Moden mit großer Wellenzahl.
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Temperaturverteilung und Konzentration im Grundzustand falls

M =
mGC
GT

> 1

unterkühlte Schmelze

fest flüssig

 0

z

C∞

C, T

C/k
T = T0 +GT z

TL = Tm +mC(z)

T = T0 +mGCzC(z)

T0

103

FallsM > 1 gibt es einen Bereich in der Schmelze, für den die aktuelle Temperatur T = T0+GT z
kleiner ist, als die Liquidustemperatur TL = Tm−mC(z), die der lokalen Konzentration C(z) in
der Schmelze entspricht. Die Schmelze ist daher in diesem Bereich unterkühlt und destabilisiert
daher die ebene Erstarrungsfront.
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Wir definieren die dimensionslose Geschwindigkeit V und die dimensionslose
Konzentration C

V = V

√

γTm
LρD2GT

, C = C∞
m(k − 1)

k

√

L

GT γTM

Es gilt nun

V =
√
MΓ, C =

√

M

Γ

Wir wollen nun jenen Bereich für M und Γ bestimmen, für den die ebene
Front für alle Werte der Wellenzahl stabil ist. Bei gegbenen Γ muss daher
1/M größer sein, als das Maximum der in (25) gegebenen neutralen Kurve.

∂1/M

∂a21
= −Γ +

4k

(1− 2k −
√

1 + 4a21)
2
√

1 + 4a21
= 0

104
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Wir können daher die neurale Kurve durch a1 paramertisieren:

Γ =
4k

(1− 2k −
√

1 + 4a21)
2
√

1 + 4a21
= 0

M−1 = 1− a21Γ +
2k

1− 2k −
√

1 + 4a21

105
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Neutrale Kurve der gerichteten Erstarrung unter Annahme der FTA (frozen
temperture approximation)

absolute Stab.

Konst. UK.

unstable

stable

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 1  10  100  1000

lnV

ln C∞
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Gerichtete Ertstarrung:
a) V nahe Vc,
b) V wesentlich größer als Vc,
c) V noch größer,
Quelle: Davis (2001) Fig 3.7, bzw.
Trivedi (1984) Metall mater. Trans.

107
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8 Dendriten

Succinonitril-Dendrit wächst in seine
leicht unterkühlte Schmelze
(∆T = 0, 1K) bzw. S−1 = 0, 004.
Die nahezu stationäre Form der
Spitze geht in einen sich rasch
entwickelnden Wellenzug von Seiten-
armen über.

Succinonitril auch Butanedini-
tril, ist ein Nitril , mit der Formel
C2H4(CN)2. Es ist ein farbloser
Feststoff schmilzt bei 57 ◦ C, daher
die wachsartige Konsistenz.
Quelle: Davis, Fig. 7.1, bzw. Glicks-
man and Marsh (1993)

108
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8.1 Ein einzelner isolierter Nadelkristall

Liquid

Solid

V

z rTm

z = h(r)

~n

φ

Wir betrachten einen einzelnen achsensym-
metrischen Kristall, der in die Aunterkühlte
Schmelze eines Reinstoffes wächst. In einem
mit der Spitze mitbewegten Koordinatensystem
(Geschwindigkeit V ) gilt:

V T lz = κl∇2T l, z>h(r) (27)

V T sz = κs∇2T s, z<h(r) (28)

T l → T∞, r → ∞ (29)

z = h(r):

T l = T s = Tm

[

1 +H
γ

ρL

]

− µ−1Vn, (30)

ρLVn = (ksT∇T s − klT∇T l) · ~n (31)

109
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8.1.1 dimensionslose Formulierung

Referenzlänge δT = κl/V , θ̃ = (T − T∞)/(Tm − T∞)

−θ̃lz = ∇2θ̃l, z̃ < h̃(r̃) (32)

−θ̃sz̃ = κ∇2θ̃s, z̃ > h̃(r̃) (33)

θ̃l → 0, r̃ =
√

x̃2 + ỹ2 → ∞ (34)

z = h(r):

θ̃l = θ̃s =
[

1 + H̃Γ
]

− µ̃−1Ṽn, (35)

SṼn = (kT∇θ̃s −∇θ̃l) · ~n (36)

dimensionslose Parameter

Γ =
2γ

δT ρL

Tm
∆T

, S−1 =
csp∆T

L
, µ̃−1 =

µ−1V

∆T
. (37)
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8.1.2 Eine Ähnlichkeitslösung (Ivantsov, 1947)

Im Fall Γ = 0, µ−1 = 0, keine Oberflächenspannung, verschwindender
kinetischer Unterkühlung gibt es eine spezielle Lösung:

θ̃l =
E1[

1
2s(x̃, ỹ, z̃)]

E1(
1
2 r̃0)

, s(x̃, ỹ, z̃) = z̃ +
√

x̃2 + ỹ2 + z̃2 (38)

mit E1(ξ) =
∫∞

ξ ζ−1e−ζdζ

h̃ =
1

2r̃0

[
r̃20 − x̃2 − ỹ2

]
(39)

wobei r̃0 der dimensionslose Krümmungsradius der Spitze ist.
Beachte:

s̃(x̃, ỹ, h̃(x̃, ỹ)) = r̃0

und somit
θ̃l(x̃, ỹ, h̃(x̃, ỹ)) = 1

111

Wir überprüfen, ob die angegebene Lösung tatsächlich eine Lösung ist.

(i) Berechnen der Temperatur an der Phasengrenzfläche z̃ = h̃(x̃, ỹ). Mit r =
√

x2 + y2

erhalten wir:

s(r, h) = h+
√

r2 + h2 =
1

2r0
(r20 − r2) +

√

1

4r20
(r20 − r2)2 + r2 = ... = r0.

Daher gilt θ̃l(r, h(r)) = θ(s(r, h(r)) = θ(r0)

(ii) Einsetzen in Energiegleichung im Bereich der Schmelze:

θlz = θ′sz, θlr = θ′sr, θlzz = θ′′s2z + θ′szz, θlrr = θ′′s2r + θ′srr

(s2r + s2z)ϑ
′′ + (srr + szz +

1

r
sr + sz)θ

′ = 0

sr =
r√

r2 + z2
, srr =

z2
√
r2 + z2

3 , sz =
s√

r2 + z2
, szz =

r2
√
r2 + z2

3 .
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Wärmestromdichte an der Spitze der Nadel

∂θ̃l

∂z̃
=

E′
1(r̃0/2)

2E1(r̃0/2)
s̃z̃ = − 2e−r̃0/2

r̃0E1(r̃0/2)

Wachstumsgeschwindigkeit an Nadelspitze Ṽn = 1,
Energiegleichung:

SṼn = −θ̃lz̃ =
2e−r̃0/2

r̃0E1(r̃0/2)

Wir definieren eine Peclet-Zahl Pe0 mit dem halben Krümmungsradius r0
der Nadelspitze

Pe0 =
1

2
r̃0 =

1

2

r0V

κT

und erhalten damit eine Beziehung zwischen der Unterkühlung bzw. der
inversen Stefanzahl S−1 und der Peclet-Zahl.

S−1 = Pe0e
Pe0E1(Pe0),

112

Wir erhalten für θ die gewöhnliche Differentialgleichung

2sθ′′ + (s + 2)θ′ = 0

θ′′

θ′
= −2

2
− 1

s
, θ′ = C

2

s
e−s/2.

Anpassen an die Randbedingungen θ(s = r0) = 1, θ(∞) = 0 und Integration ergibt die
Lösung

θ(s) =

∫∞

s 2ξ−1e−ξ/2dξ
∫∞

r0
2ξ−1e−ξ/2dξ

=

∫∞

s/2 ζ
−1e−ζdξ

∫∞

r0/2
ζ−1e−ζdξ

.
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Die Funktion
I(Pe0) := Pe0e

Pe0E1(Pe0) (40)

heißt Ivantsov Funktion. Es gilt

– Für Pe0 → ∞ ist asympt. Verhalten gegeben durch:

I(Pe0) ∼ 1− 1

Pe0
+ ...

– Für Pe0 → 0+ ist asympt. Verhalten gegeben durch:

I(Pe0) ∼ Pe0 lnPe0

– Wegen 0 ≤ I(Pe0) < 1, gibt es “Einzelnadeln” nur für geringe
Unterkühlungen S−1 < 1.

– Bei Vorgabe der Unterkühlung kann zwar die Peclet-Zahl eindeutig
bestimmt werden, aber weder die axiale Wachstumgsgeschwindigkeit
V noch der Krümmungsradius r0 können angegeben werden.

113

(iii) Berechnung der Normalkomponente des Wärmestromdichtevektors an der Phasengrenz-
fläche

∇θ|z=h(r) = θ′
(
sr
sz

)

|z=h(r) = θ′
1√

r2 + z2

(
r
s

)

|z=h(r) = θ′
2r0

r2 + r20

(
r
r0

)

~n =
1

√

1 + h′2

(
−h′
1

)

=
1

√

1 + h′2

(
r/r0
1

)

~n · ∇θ = θ′
2r0

√

r20 + r2

Vn = −~ez · ~n =
r0

√

r20 + r2

Somit ist die Grenzflächenbedingung erfüllt für

S = 2ϑ′(r0).

Arbeiten Sie die Details als Hausübung selber aus.
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8.1.3 Halbkugelmodell

Ah

r0

A

V
Nadelkristall Zylinder + Halbkugel
Wachstum nur auf Halbkugel
Wärmestrom in Schmelze (Halbkugel)

Q̇ ∼ AhkT
∆T

r0
= 2πr20kT

∆T

r0

Neu gebildetes Kristallvolumen pro Zeitein-
heit AV = 2πr0V
dabei frei werdende Erstarrungsenthalpie
AV L

ρ

AV
L

ρ
= kTAh

∆T

r0

1 =
Ah
2A

ρkT
clp

1

V r0/2
︸ ︷︷ ︸

Pe−1

cp1l∆T

L
︸ ︷︷ ︸

S−1

Pe0 = S−1

114

Als einfaches Modell für einen einzelnen Nadelkristall betrachten wir das den Kristall als Zylinder
auf den als Kristallspitze eine Halbkugel aufgesetzt ist. Samit können wir wiederum einen Zu-
sammenhang zwischen der Peclet-Zahl und der Unterkühlung (=“thermische Übersättigung”=
inverse Stefan-Zahl S−1) herstellen.
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8.1.4 Ad hoc Auswahlkriterium - Maximal Velocity Hypothesis

Für eine gegebene Unterkühlung S erhalten wir eindeutig eine Peclet-Zahl,
d.h. wir erhalten das Produkt r0V .
Frage: Welche Geschwindigkeit V stellt sich ein?
Ad hoc Annahme:
Ein künstlicher Oberflächenterm wird zur Ivantsov Glg. ergänzt:

S−1 = I(Pe0) +
2δcap
r0

, δcap =
γ

ρL

Tm
∆T

Annahme: Spitze mit größter Wachstumsgeschw. stellt sich ein.
Maximum velocity hypothesis

115

Die Ivantsov Lösung gibt einen Zusammenhang zwischen Unterkülung S−1 und der Peclet-Zahl
Pe0 =

V r0
2κT

= r0
2δT

.
Wir nehmen nun an, dass die Unterkühlung die Summe einer thetmischen Unterkühlung,

dargestellt durch die Ivantsov Lösung I(Pe0), und einer kapillaren Unterkühlung 2δcap/r0 ist.

S−1 = I(Pe0) +
2δcap
r0

Im Falle des Halbkugelmodells erhalten wir

S−1 = Pe0 +
2δcap
r0

.
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Bei gegebener Unterkühlung S−1 dif-
ferenzieren wir nach r0

0 = I ′(Pe0)
V + r0 dV/dr0

2κT
− 2δcap

r20

und setzen dV/dr0 = 0 und erhalten:

I ′(Pe0)

2δT
− 2δcap

r20
= 0,

r0 = 2

√

δcapδT
I ′(Pe0)

r0 ∼ 2
√

δT δcap Halbkugelmodell

Vorhergesagte Radien viel zu klein!

ad hoc Korrektur

∆T fest

Ivantsov

ln r0

lnV

ln r0,max

lnVmax
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Experimentelles Resultat Schaefer and Glicksman (1975),(1976)

Parameter Λ =
δT

2δ
(1)
cap

, mit δ(1)cap =
2Tmc

s
pγ

ρL2

Nach Temkin-Trivedi existieren Lösungen nur für Λ < Λmax, wobei Λmax =
0.0254S−2,65

Nash-Glicksmann (mittels Greenfunktion und Lösen einer Integralgleichung)
erhalten Λmax = 0.064S−2,65

Ergebnisse für die Maximalgeschwin-
digkeit nach Nash, Glicksman und
Temkin. Max vel. hypt. ergibt zwar
richtigen Anstieg, aber nur schlech-
te quantitative Übereinstimmung mit
Beobachtung
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8.1.5 Kriterium Marginale Stabilität

Annahme (Langer, bze. Müller-Krumbhaar (1977)): Die Größenordnung des
Radius der Spitze ist gleich der Wellenlänge (λc) der marginal stabilen Nor-
malmode. (kürzeste Wellenlänge, deren Normalmode instabil ist).
Nach Mullin-Sekeraa cutoff Wellen länge für die Stabilität einer ebnen
Grenzfläche

λc = 2π

√

2δT δ
(1)
cap.

Somit r0 = λc.
Müller-Krumbhaar definieren Stabilitätskonstante

σ =
2δT δ

(1)
cap

r2

Mit Mullin-Sekera gilt: σ = 1/4π2

aMullins, and W.W. Sekera, R. F. (1964) Stability of planar interface during
solidification of a dilute binary alloy, J. Appl. Phys. 35, 444-451.
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8.1.6 Auswahltheorie nach Xu

Problem für 2D stationär wachsende Einzelnadel für γ > 0 mit den Rand-
bedingungen

• horizontale Tangente in Spitze, (s Bogenlänge)

∂h

∂s

∣
∣
∣
∣
s=0

= 0

• An der Wurzel Verhalten, wie Ivantsov-Lösung

h̃(s̃,Γ) ∼ h̃(s̃, 0) für s̃→ ∞

hat keine Lösung!
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• Beschränkung auf 2-dimensionale Theorie

• Transformation auf parabolische Koordinaten

r

η20
= ξη,

z

η20
=

1

2
(ξ2 − η2)

ξ2 =
z̃ +

√
r̃2 + z̃2

η20
, η2 =

−z̃ +
√
r̃2 + z̃2

η20
,

• Ausgangszustand: Ivantsov Lösung

θlB(ξ, η) = θlB(η) =
E1(

η2
0
η2

2 )

E1(
η2
0

2 )

• Phasengrenze
ηB = 1

• η20 dimensionsloser Krümmungsradius der Spitze
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• Asymptotische Entwicklung nach

ǫ =

√
Γ

η20

θ = ΘB(η) +
(
θ̄0(ξ, η, ξ+, η+, t, t+) + ǫθ̄1(ξ, η, ξ+, η+, t, t+) + ...

)

+ǫ2
(

θ̂0(ξ, η) + ǫ2θ̂1(ξ, η) + ...
)

• Methode der mehrfachen Variablen, angepasste asymp. Entwicklun-
gen

t+ = t/ǫ, ξ+ = ξ/ǫ, η+ = (η − 1)/ǫ
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und Wärmeübertragung

Grundidee von Xu:

• Grundzustand (Ivantsov-Lösung) wird mit einer zeitabhängigen
Lösung gestört.

• Es wird das globale Stabilitätsproblem betrachtet, und als Kriterium
werde neutrale Stabilität gefordert. Das ergibt die fehlende zusätzli-
che Bedingung für ǫ = ǫ∗ ≈ 0, 15. Damit wird η0 bestimmt. Mit Pe0
der Peclet-Zahl aus der Ivantsov Lösung kann nun auch die Wachs-
tumsgeschwindigkeit bestimmt werden.

• Die Eigenfunktion zum neutral stabilen Zustand ist eine “Trapped
wave”
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und Wärmeübertragung

Wachstumsrate σ als Funktion von ǫ =
√
Γ/η20 für gebundene Eigenmode

(GTW) Globally Trapped Wave.

ǫ∗ = 0.1470, (ǫ∗)exp = 0.099
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Strömungsmechanik
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Eigenfunktion für GTW (links) und Grundzustand mit überlagerter Eigen-
funktion rechts für verschiedene Zeiten (rechts). Quelle: Xu (1991).
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8.2 Einzelkristall in unterkühlter Schmelze eines

binären Gemischs

8.2.1 Ivantson-Lösung für Diffusionsproblem

Wir vernachlässigen wiederum die Grenzflächenenergie. und wollen nun
zeigen, dass die Ivantsovlösung auch das Problem des nadelförmigen
Einzelkristalls in der unterkühlten Schmelze eines binären Gemischs löst.

• Wir gehen von der Lösung des thermischen Problems aus, wobei die
Temperatur T s im Festkörper noch unbekannt ist. Bezeichnen wir
mit

Ωt =
cp(T

s − T∞)

L
= S−1

die thermische Übersättigung. Es gilt

Ωt = I(Pet)

wobei Pet die (thermische) Peclet-Zahl (bisher Pe0) bezeichnet.
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• Diffusionsproblem

−V Cz = D∇2C, z > h(x, y, t) (41)

z = h(x, y, t) : C l =
1

k
Cs, (C l−Cs)Vn = −D∇C ·~n (42)

Die Lösung dieses Problems kann ebenfalls mit der Ivantsov Lösung
beschrieben werden.

Es muss gelten

Ωc =
C l∗ − C∞

C l∗ − Cs
= I(PeC), PeC =

V R

2D
,

wobei Ωc die Übersättigung ist.

• Unbekannt sind zunächst: T s, C l∗ bzw. Cs, Pet und PeC . Es gilt:
PeC = κ

DPet und T
l
∗ = Tm +mC l∗

126

Bezieht man die Konzentration auf C l∗ − C∞ und die Längen auf D/V , so erhält man wie-
der das dimensionslose Ivantsov Problem. Anstelle der Energiebilanz für die Grenzfläche steht
allerdiings jetzt die Massenbilanz für den gelösten Stoff Anstelle von S−1 bzw. Ωt steht jetzt Ωc.

Bestimmungsgleichungen

Ωt = I(Pet), Ωc = I(PeC), PeC =
κ

D
Pet

Ωt =
cp(T

l
∗ − T∞)

L
, Ωc =

C l∗ −C∞

C l ∗ (1− k)
, Tm − T l∗ = −mC l∗
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8.2.2 Diffusion an der Dendritenspitze

• gleichachsige Dendriten eines Reinstoffes - unbehindertes (freies)
Wachstum in unterkühlter Schmelze, wird durch Wärmeleitung in
Schmelze bestimmt.

• gleichachsige Dendriten eines binären Gemischs - unbehindertes (frei-
es) Wachstum in unterkühlter Schmelze, wird durch Diffusion der
gelösten Substanz und von Wärmeleitung in Schmelze bestimmt.

• Säulenartige Dendriten eines binären Gemisches (Legierung): behin-
dertes Wachstum, getrieben durch Temperaturgradient und beein-
flusst durch Diffusion der gelösten Substanz.
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∆Tkap

∆Tkap
∆Tkonst

∆Tkonst∆Ttherm

∆Ttherm

∆Ttherm

Tm

T l

T l

T lkap

T∞ T∞

T∞

T∗

T∗

C∞

C∞

C l∗
C l∗

Tq Tq

V V

∆C

binäres GemisschReinstoff

Cs∗

Cs∗

thermische
Unterkühlung

konstitutionelle +
thermische
Unterkühlung

Übersättigung

Ω =
C l∗ − C∞

pC l∗
, p = 1− k
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8.2.3 Übersättigung

Ω =
C∗
l −C∞

pC l∗

mit p = 1− k

C l∗ =
C∞

1− Ωp

∆Tkonst = m(C∞ − C l∗) = −mC∞
Ωp

1− Ωp
∼ −C∞Ωp = Ωk∆T0

mit ∆T0 = T l(C∞)− T s(C∞). Die Übersättigung kann damit als Tempe-
raturverhältnis

Ω =
∆Tkonst
k∆T0

geschrieben werden.
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8.2.4 Halbkugelmodell

Massenstrom der gelösten Substanz durch Fortschreiten der Phasengrenz-
fläche mit Geschw. V

J1 = AV (C l ∗ −Cs∗)
mit A = πR2. Diffusionstrom an Oberfläche der Halbkugel

J2 = −DAh
(
dC

dr

)

r=R

mit Ah = 2πR2 (Halkugeloberfläche). Setzen nähern wir den Konzentrati-
onsgradienten durch

(
dC

dr

)

r=R

= −C
l
∗ − C∞

R

an (Lösung für stationäres kugelsymmertisches Problem).

PeC :=
V R

2D
=

C l∗ − C∞

C l∗(1− k)
= Ω

Vergleiche Pe0 = S−1 für Halbkugelmodell bei Reinstoff.
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8.2.5 Marginale Stabilität II

Unterkühlung

∆T = T l − T∞ = (T∗ − T∞) + (T lkap − T∗) + (T l − T lkap)

= ∆Ttherm +∆Tkonst +∆Tkap

∆Ttherm = L
cp
I(Pe0) Ivantsov Lösung

∆Tkonst = m(C l∗ − C∞) = mC∞
1

1−pI(PeC) Ivantsov Lsg.

∆Tkap =
2γTm
ρLR Gibbs-Thomson

131

Wir bezeichnen

A(PeC) =
1

1− pI(PeC)
(43)

(siehe KF. S78 nach [4.11])
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Marginale-Stabilitätshypothese:
Dendrit wächst, sodass die Stabilitätskonstante (Davis, p.223)

σ∗ =
δT δcap
R2

=

(
λi
2πR

)2

einen bestimmten Wert (1/4π2) hat.
λc kürzeste Wellenlänge (des ebenen Problems), deren Normalmode instabil
ist, siehe (Glg. 26) auf Seite 109. Somit gilt für Pe0 ≪ 1, PeC ≪ 1:

R = 2π
√

δT δcap = 2π

√

∆T

G

γTm
ρL∆T

= 2π

√

γTm
ρL(mGc −GT )

Hier is G = mGc −GT Gradient der lokalen Unterkühlung.
Nach Umformung erhalten wir mit (43):

R = 2π
γTm
ρL

1

Pe0L/cp − 2PeCC∞pA(PeC)

132

Zunächst schätzen wir den Konzentrationsgradienten ab:

V C l∗(1− k) = −DGc.

Umformung ergibt

Gc = −V R
2D

2C l∗(1− k)

R
= −2PeCC

l
∗p

R

=
V

D

C l∗ − Ss

m
m =

V

D

∆T0k

m

mit ∆T0 der Differenz der von Liquidus und Solidustemperatur bei der Konzentration C l∗. Ver-
wendung der Ivantsovlösung für C l∗ ergibt:

Gc = −2PeCC∞pA(PeC)

R

Den Temperaturgradienten schätzen wir analog ab:

GT = −2Pe0L

cpR
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Vernachlässigen wir GT und nehmen PeC ≪ 1 an, so gilt mit mGc =
k∆T0V
D :

R = 2π

√

γTm
ρLmGc

= 2π

√

γTm
ρLV

D

∆T0k
(44)

bzw.

R2V = 4π2
γD

ρLk

Tm
∆T0

.

Wir werden diese Abschätzung auch bei nicht einzelnen Dendriten verwen-
den.
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8.3 Abschätzung des Primärabstandes von Dendri-
ten

a

aW. Kurz, D.J. Fisher, Fundamentals of Solidfication, Trans Tech Publica-
tions 1989
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Wir nähern die Form eines Dendriten grob durch ein Rotationsellipsoid mit
den Halbachsen a und b an. Die Halbachse b entspricht etwa dem Primärab-
stand λ1. Bei dichter Packung gilt:

λ1 =
√
3b

Die Halbachse in Längsrichtung schätzen wir mittels des Temperaturgradi-
enten GT ab:

GT =
∆T0
a

Hier haben wir vorausgesetzt, dass an der Wurzel des Dendriten die Solidu-
stempertur, an der Spitze die Liquidustemperatur herrscht.
Zusammen erhalten wir aus der Formel für den Scheitelkrümmungsradius
R = b2/a mittels 44 auf Seite 141;

λ1 =

√

3∆TR

GT
∼

√
6π

(
DγTm∆T0

kρL

)1/4

V −1/4G
−1/2
T
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8.4 Abschätzung des Abstandes der sekundären
Äste

• Zwei Äste mit den Radien R
(dick) bzw r (dünn) im Ab-
stand λ′2.

• An den Phasengrenzen lokales
TD-GG mit den Konzentratio-
nen C lR bzw. C lr.

• lokal isotherm

T l = Tm +mC lR − γTm
ρL

1

R

T l = Tm +mC lr −
γTm
ρL

1

r
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• Lokal isotherm:

m(C lR − C lr) =
γTm
ρL

(
1

R
− 1

r

)

• weitere Annahme: lineare Konzentrationsverteilung zwischen den
Ästen. Diffusionsstrom:

J = D
C lR − C lr

d

• Änderung des Radius r bewirkt Stoffstrom

J = −C lr(1 − k)
dr

dt
.

• Kombination ergibt:

dr

dt
=
γTm
ρL

D

C lr(1− k)d

(
1

R
− 1

r

)

.
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• d ∼ λ′2

• Die Konzentration nimmt linear mit der Zeit zu:

C lr = C∞ + (C lm − C∞)
t

tf
,

tf Erstarrungszeit
C lm Konzentration in der Restschmelze

am Ende der Erstarrung

•
λ′2

Rr

R− r

dr

dt
=
γTm
ρL

D

(1− k)m

1

C∞ + (C lm − C∞) ttf

141

319030 Mehrphasensysteme 149 14. Juli 2015



Dendriten

Institut für
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• Integration von t = 0, r = r0 bis t = tf , r = 0 ergibt:

λ′2R
2
[r0
R

+ ln
(

1− r0
R

)]

=Mtf

• “Coarsening” Parameter M

M = −γTm
ρL

D

(1− k)m

ln Cl
m

C∞

C lm − C∞

• Abschätzung nach Feurer Wunderlin (1977), vgl. [3] S. 259, : R/λ2 =
0.5, r0/R = 0.

Mtf = 0.1λ′2
3

Mit λ2 = λ′2 erhalten wir

λ2 ∼ 5.5(M tf )
1/3
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