1 UBUNGSAUFGABEN ZU WARMELEITUNG UND ENERGIEBILANZEN

1 Ubungsaufgaben zu Wirmeleitung und Energiebilanzen

Beispiel 1.5.1

Warmedurchgang durch eine geschichtete Wand

FEine Gebdudewand ist aus mehreren Schichten entsprechend nachfolgender Tabelle auf-

gebaut:

Schicht Dicke Warmeleitfahigkeit
1: Isolierung 10.0 0.035

2: Ziegel 25.0 0.25

3: Luftspalt 0.5 0.026

4: Holz (innen) 2.0 0.2

Man berechne die stationdre Temperaturverteilung und die Warmestromdichte durch
die Wand. Geben Sie die Temperaturen in der Mitte der einzelnen Schichten an, und
skizzieren Sie die Temperaturverteilung, wenn die Aussentemperatur ¥, = —10°C und
die Innentemperatur v = +25°C betragen.

L6sung

Es gilt fiir ebene Wénde:

(3) + (4) ergibt

Fiir n Platten erhilt man

Es ergibt sich

Ty =14,1°C, T, =22,5°C, T1=24,2°C.

G1=G¢2=4¢
T — Ty T — 1Ty
—A -
! Az 2 Azo
Aa:l
h-—-Ty, = —q¢q——
1 0 )\1
Azo
-1 = —q——
2 1 s
. Al‘l AZB2:|
T —Tp=—q¢|—+ —
2 0 Q[ A Ay
. Tn_TO
q=— ZA)\? .

G=—-8435Wm 2
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Beispiel 1.5.2
Temperaturverteilung in einer Isolierung

Eine 10 cm dicke Isolierung aus Kunstharzschaum trennt einen Kiihlraum mit der Tem-
peratur ¥ = —80°C von einem Maschinenraum mit der Temperatur ¥ = +80°C. Man
berechne die stationdre Wirmestromdichte durch die Isolierung und die Temperaturver-
teilung.

A=a+b-(9—1), a=001W/mK, b=20-10"W/mK? 5= —100°C.

LGsung

A =a+ b(¥ — Jp) hier nicht mehr konstant!
Fouriersche Wirmeleitung:

T
q= *A% T Y% (9)
i= [+ b0~ 9)) 5" (10)
‘ Ax dv s Inr
Az — —/0 A9() S do = - /ﬁ A0 = [ Ve —glar ()

) a(ﬁM—ﬁ[)—b[lﬁwzﬂ—’ﬁo(ﬁM—ﬁj)]
q = - A
xT

Um die Temperaturverteilung ¥(z) zu erhalten, integriert man von 0 bis z:

= —48Wm™? (12)

92 — 92

xq': —a(ﬁ—ﬁ[) —-b [ —190(19—19[):| (13)

und erhélt eine quadratische Gleichung, die man nach 9 16st. Man erhélt:

a a\Z 2.
o) = o+ & [ (d0 401~ 8) = 2 (14)
I(z) — V1 \/2 x
LA £ QY 1-2a)—— 1
Ep— o a? + ( a)Ax (15)
& — 99 — I
. b _
mit a—iﬁM—ﬂl 1,4375. (16)
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Beispiel 1.5.3

Warmedurchgang durch einen Zylindermantel

Berechnen Sie den Wéarmestrom pro Lénge durch den Mantel eines langen Zylinders mit
dem Durchmesser 2r(, der aus zwei Schichten der Dicken Ary = r1 —7g bzw. Arg = ro—rq
mit den Warmeleitfahigkeiten A1 bzw. A9 besteht. Die Temperaturen der Oberflichen

sind Ty und Ts.

LGsung

Der Wirmestrom @ durch einen Zylindermantel mit Radius r pro Léngeneinheit ist

constant. )
@ = const = 27rq(r)
Wobei ¢(r).
Fouriersche Wirmeleitung: '
9T _ @
7= or  2mr
Integration iiber die erste Schicht ergibt:
Q 1 R
"hn—Ty=—" —In—
! 0 27l )\1 . Ro,
fiir 2. Schicht gilt dies auch:
Q 1 Ry
Iy —-T1=—— —In—
2T T T N MRy
Addition von (19) und (20) ergibt
Q [1. R 1 Ry
To—To=——" - |—In—+ —In—
T T N "R e R
Losung:
27T(T2 - To)

0= -

19, B4 19, R
[AllnRO—i—/\anRl}

(17)

(18)

(19)
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Beispiel 1.5.4)
Kohlehaufen

Eine 2m dicke Schicht von Kohlenstaub ist gelagert. Aufgrund chemischer Reaktionen
zwischen Kohleteilchen und Luft wird gleichméfig {iber die gesamte Kohlenschicht eine
Reaktionswiirme von 50 W/m? frei. Die Temperatur der umgebenden Luft betrigt 30 °C,
der Wirmeiibergangskoeffizient o = 15 W/m?K und die effektive Wirmeleitfihigkeit
der Kohlenstaubschicht 0,2W/mK. An den Boden wird eine Warmestromdichte von
30 W/m? abgegeben. Berechnen Sie

a) die Temperatur T der Oberseite der Kohleschicht,
b) die Temperaturverteilung in der Kohleschicht,

c¢) die maximale Temperatur in der Kohleschicht.

—

19(), «

h=2m

RERRRRRIRY

q

LGsung

a) Die Energiebilanz iiber ein Kontrollvolumen AV mit den Abmessungen Az, Ay, Az

lautet (1. Hauptsatz) :

dAFE . . .
In dem betrachteten Fall nehmen wir an, dass das Volumeq konstant bleibt und
die Materie nicht bewegt wird. Daher wird keine Arbeit AW = 0 verrichtet und

der Enthalpiestrom AH = 0 verschwindet ebenfalls.

Wir nehmen an, alle Gréflen héngen nur von der vertikalen Koordinate z ab. Eben-
S0, soll der Wéarmestrom nur in senkrechter Richtung flielen. Der Nettowadrmestrom
in das Kontrollvolumen ist

: oT oT
AQ = (G:(2) — ¢=(2 + Az)) AzAy = <—>\82(z) + )\a(z + Az)) AzAy. (24)
Entwickeln nach kleinem Az ergibt:
. 0T
AQ =)\—— Az Ay A - 2
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Wir betrachten nun die innere Energie AF in dem Kontrollvolumen AV'. Die innere
Energie hiangt von der Temperatur T', dem Druck p, dem Volumen AV und den
Konzentrationen cy, ....,c;_1 der Stoffe 1, ..., k im Kontrollvolumen ab. Es gilt

E=E(T,p,AV,cq,....ck—1) = e(T,p,c1,...ck_1) Ax Ay Az (26)

wobei e, die auf das Volumen bezogene innere Energie ist.

Einsetzen in den 1. Haupsatz liefert daher im Grenzfall eines kleinen Kontrollvo-
lumens:

de 0*T

— = A= 2

dt ot? (27)

Sehen wir uns nun die Anderung der inneren Energie niher an:
k—1
d 0 or 0 0 0 oc;
i = () St 5> (50), G
t DyC1yeeCl—1 \L P/ Toer,ens \,t./ i=1 €/ Tpcrri t
=0 =0

—On

Wir haben hier angenommen, dass stationédre Druck und Temperaturverhéltnisse
vorliegen. Beachte, die innere Energie nimmt aufgrund der chemischen Reaktion
ab. Es gilt somit:

: o*T
— = 2
Qr =" (29)
Integration {iber die Hohe der Kohleschicht ergibt:
oT oT .
—(h) —A=(0) = —Qrh
A, (M) =A5—(0) = —Qr (30)
Es gilt nun
. or
q(h) = a(To = T1) = A5~ (31)
oT
. _ 2 _ 9t 9
q(0) 30 W/m /\Bz (32)
Einsetzen liefert: .
—a(To —T1) 4 4(0) = —=Qrh (33)
bzw.
%=7i+l(QﬁHﬂ®0 (34)
o
b) Temperaturverteilung
_qy QR ey L
T(2) = Ty — S2(2 — %) = £d(0)(= — h) (3)
1 . hZ 2%
16) =T, + 5 (~0n’ 5= —d0)0 - 2)) (36)
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c) mit (36)

dT .

S 0= —Qrz—(0)=0
P Qrz —¢(0)

Ymax = —@ =0,6m
Qr
—in (36)
Tmax = 9552,8 K
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Beispiel 1.5.5)
Ofen

FEin elektrischer Ofen von 30 m Linge wird zur Erwédrmung eines kontinuierlichen Me-
tallbandes von der Umgebungstempertur ¢, = 25°C auf ¥4 = 1000°C verwendet.
Das Band der Dicke 1cm (Wirmekapazitit 700 J/kgK, Dichte 7200 kg/m3) wird mit
solch einer Geschwindigkeit gezogen, dass jedes Bandteilchen zwei Stunden im Ofen
verweilt. Die Oberflichentemperatur des Ofens betrigt 50 °C, der Warmeiibergangsko-
effizient Luft/Ofen 20 W/m?K. Berechnen Sie die dem Ofen zuzufithrende elektrische
Leistung pro Tiefeneinheit.

Voo = 25°C 50 °C Oberflachentemperatur des Ofens
N
L/\N\A/\/\W elektrischer Strom
3m } C
\ P
/ \ / \ / \ / \ Stahlband
¥ NN AN N[/
- :
30m

LGsung
Energiebilanz (1.HS) Bilanz iiber den Ofen, 1. HS:

dE . . )
— =Q+W+H. (40)
dt
Es handelt sich dabei um ein offenes System, dem Masse (Stahlband) zu- bzw. abgefiihrt
wird.
Da stationdre Verhéltnisse vorliegen, dndert sich die Gesamtenergie F des Systems

nicht. dE
— =0. 41
P (41)

An Arbeit wird elektrische Leistung W, zugefiihrt, die berechnet werden soll.
W = W,. (42)

Betrachten wir nun den Gesamtenthalpiestrom des Stahlbandes, Dicke s, Breite b. Er ist
die Differenz aus zu- und abgefiihrtem Enthalpiestrom.

H = H,, — Hu, (43)

. 2 . 2
H,, = pvssb <cpTein + 25> , H,y, = pugsb <cpTaus + 25> . (44)

Die Wirmastromdichte an der Oberseite ist gegeben durch

i = (T, — Ts) (45)
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und somit ist der durch die Oberseite abgegebene Wirmestrom
Q = —qLb. (46)

Q ist negativ, da Q das System verlisst. Die Wirmeabgabe an allen anderen Wiinden des
Ofens (Seite bzw. Boden) und die Wirmeabgabe durch Strahlung vernachlissigen wir
hier. Zur Begriindung miisste man die vernachléssigten Beitrédge abschétzen und zeigen,
dass sie klein im Vergleich zu den Hauptbeitriagen der Energiebilanz sind. Wir setzen
nun alle Beitrége in die Energiebilanz ein:

0= —a(Ty — Too) Lb + pvssbey(Tein — Tans) + Wer (47)
und koénnen daraus die zugefiihrte elektrisch Leistung berechnen

Wel

=219,75kWm™ L. (48)
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2 Ubungsaufgaben zu erzwungener Konvektion

Beispiel 2.5.1

uabschnittGleitlager

In einem hohlen Zylinder (Innenradius Ry = 5cm, Auflenradius R3 = 6cm) aus Stahl
(Wérmeleitfahigkeit A\s = 35 W/mK) rotiert ein zweiter koaxialer Zylinder (Radius
R; = 4,7cm) mit der Winkelgeschwindigkeit w = 50s~!. Der Spalt zwischen den bei-
den Zylindern ist mit Ol (dynamische Viskositiit 4 = 0,4 Pas, Dichte p = 800kg/m3,
Wiérmeleitfahigkeit A\, = 0,6 W/mK) gefiillt. Die Temperatur an der AuBenseite des
duferen Zylinders betrigt ¥3 = 32°C.

a) Welche Stromungsform liegt vor? (Die Couettestromung ist stabil, falls Re <
41,34/ R/d gilt, mit R = (R1 + R2)/2, d = Ry — Ry und Re = ud/v.)

Geben Sie das Geschwindigkeitsprofil an.
Berechnen Sie die Dissipation.

)
)
d) Berechnen Sie die Wéarmestromdichte bei R = Rj.
) Berechnen Sie die Temperatur des inneren Zylinders.
)

Berechnen Sie die maximale Winkelgeschwindigkeit wpax, sodafl die Temperatur
des inneren Zylinders 60 °C nicht {ibersteigt.

g) Bei welcher Winkelgeschwindigkeit wird die Couettestromung instabil? Wie grof}
ist in diesem Fall die Temperatur des inneren Zylinders?

L6sung
a) Stréomungsform: mit
d=Ry— R, =03-10"2m (49)
und R 4R
R= % =4,85-10"%m (50)
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U2

Ry

-
L

Ry

A

A

-
L

Ry

A
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Abbildung 1: Couette-Stromung

erhilt man

R
Repir = 41,3,/5 — 166 (51)
bzw. die Re der Stromung
d d d
Re— W4 _udp _ WRAD 1455 < Repa (52)
v I

=laminare Couette-Stromung
b) Néherungsweise handelt es sich um eine ebene Couette-Stromung (Abb. 2), da d <

Rs.
Kraftebilanz fiir das Kontrollvolumen:

T(Y) Az Az —1(y+ Ay) Az Az = 0 (53)
orly) _

5 =0 (54)

7(y) = const = T (55)

10
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y u=w- R
—_————
—7(y+dy)
—
u(y) - 7(y)
T
Abbildung 2: Ebene Couette-Stromung
Annahme: Newton’sches Fluid, also
du
= U— 56
mit Glg. (55)
pdu = 7dy (57)
und der Randbedingung
u(0) =0 (58)
erhélt man das Geschwindigkeitsprofil
-
u(y) =—-y 59
() . (59)
Speziell:
T le
Umax(y =d) = —d=wRy <& 17=—F+ 60
v=d) = Za=wh, - (60)

c) Die am Kontrollvolumen AV verrichtete mechanische Arbeit W2 pro Zeit betriigt

WA = 7(y+ Ay)uly + Ay) Az Az — 7(y)u(y) Az Az = dg'yu) AyAx Az+.... (61)

Fiir die Dissipation (Arbeit pro Volumen und Zeit) erhdlt man

. WA d(ru)
°= AV T Ty (62
mit (56) ergibt sich
: du\?
b=u(f) >0 (63)
oder mit (59) und (60)
. u? w?R?
0=t = (64)

11
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Abbildung 3: Bilanz zur Couette-Strémung

Bemerkung: Entropiebilanz fiir Kontrollvolumen AV. Wir méchten nun die Entro-
pieproduktion pro Volumen berechnen. Da es sich um einen stationfiren Prozess
handelt, ist die Entropie S2 im Kontrollvolumen konstant.

dsa QA WA
O=-—4 =77 Shrod = -t Shrod (65)
S 1WA 1, du\?
AV TAV T dy
d) Berechnung der Wirmestromdichte bei R = Rj.
Bilanzieren geméfi Abb. 3, 1. Hauptsatz:
dEA ) . .
—— =Q*+HA+ W~ (67)
dt
wobei 4 T = 0 gilt, da ein stationédrer Prozess vorliegt. Der Nettoenthalpiestrom

H? verschwindet, da genauso viel Enthalpie ein wie ausstrémt. Am Kontrollvolu-
men wird die Leistung W2 = ¢ AzAyAz erbracht.

[i(y) — (y + Ay)|AzAz + dAzAyAz = 0

ag(y )AyA:L’Az + dAzAYyAz =0 (68)
also
~ 94(y)

12
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Trennung der Variablen, Integration

q(y) —4(d) = ¢(y — d) (70)

Bei y = d fliefit keine Wérme (quasi adiabate Welle in der Mitte, weil Annahme
dass sie unendlich lang ist), also ¢(d) = 0; man erhé&lt

Q(y) = oy —d) . (71)
alsomit r =Ry >y =0
G2 =q(y =0) = —¢d = —736,3Wm > (72)
e) Berechnung der Temperatur ¥; des inneren Zylinders. Zunéchst berechnen wir den

Warmedurchgang durch den dufleren Zylinder mit der Fourierschen Wéarmelei-
tungsgleichung fiir einen Zylinder

Q orT

= = Mg 73
1= 9L Sor (73)
Gleichsetzen von (71) und (73), trennen der Variablen, Integration | }1;2 =
93
9y 0 ‘
Q  (V2—193)As
= , 74
27 L In % ( )
bzw. mit _
Q = QQ2R2WL (75)
erhilt man "
GoRoIn =2
Vg — V3 = 272 Ry (76)

As

Wir berechnen nun die Temperaturverteilung in der Couettestromung. Fouriersche
Wairmeleitungsgleichung

q(y) = =AVT, (77)
hier: 99
i(y) = —A—. 78
i) = 25, (78)
Gleichsetzen von (71) und (78) (mit A = Ay,), trennen der Variablen, Integration
o=t
o &
T —Ty = ——. 79
1 2 oy 2 (79)

Addition mit (79) (Herleitung siehe dort, statt 7" 1) einsetzen) ergibt

GoRyIn B2 hd2
R + Cb

P =9
1 3+ g 2

= 34,03°C (80)

13
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f) Bestimmung von wpay, sodass ¥ = 60°C: Einsetzen von (64) und (72) in (80),

umformen —

V1 — U9
Wmax = = = 185,651
R2Ro1ln =3 2
pirp itz IRy uRY

s g

g) Bestimmung von w,, sodass die Couette-Stromung instabil wird; dann ist

RekTit = Re )
mit (52) ergibt sich
Repr; _
we = Mde:t = 570,65 .

Einsetzen in (64), (72) und anschliefend in (80) ergibt

Y =297°C

14

(81)

(82)

(83)

(84)



2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

Beispiel 2.5.2
HeiBwasserleitung

Der Druckunterschied zwischen den Enden einer L = 20 m langen Heiflwasserleitung mit
dem Durchmesser d = 3 cm betragt Ap = 0,15 bar. Das Rohr ist mit einer s = 1,5cm
dicken Isolierschicht ummantelt.

Die Einlauftemperatur betragt Jei, = 60°C. Man berechne die Temperatur des Was-
sers am Ende der Rohrleitung unter folgenden Voraussetzungen:
(a) Die Temperatur an der Auflenseite der Isolierschicht sei konstant auf ¥ = 0°C ge-
halten.
(b) Die Wandstéirke des Rohres sei vernachlissigbar klein.
(c) Es handelt sich um eine voll ausgebildete, turbulente Rohrstrémung.
(d) Die Rohrinnenwand ist glatt.

Formelsammlung
MNTy— T
Wairmeleitung durch einen Zylindermantel: rg¢ = M
In(ry/70)
A Ap d
Reynoldssche Analogie: St = SPth’ AR = Lpgzﬂ’ Pr; = 0,9.

1
Rohrwiderstandszahl A fiir glatte Rohre (McKeon et al., 2004): I = 1,93log;o(Rev/Ar)—0, 537
R

Gehen Sie wie folgt vor:
(i) Berechnen Sie die mittlere Geschwindigkeit uy,. Vergewissern Sie sich, dass die Strémung
turbulent ist.
(ii) Berechnen Sie die Warmestromdichte ¢; an der Innenwand des Rohres.
(iii) Berechnen Sie die Austrittstemperatur 9,,s des Wassers.

Stoffwerte:

Wasser, 60°C: v =0,474-10"%m?/s, p=0983,2kg/m>® ¢, =4,2kJ/kgK; Arolier = 0, 13 W/mK.

10
TN
. \ 115
\\ 1 06
: 4 = 80
L—
=5 E —"] ———
\\lamimzr —"1 252
2 n \\_ﬂ’
5 \ SS90
A \ S
AN N S
. \\ o"’#.r ‘%\
5 0 2 5 10 2 5 10° 2 5 10 2

15
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Bild 4.51 aus Prandtl.
Widerstandszahl A von rauen Rohren sowie von glatten Rohren nach
Nikuradse (ausgezogen) und Bauer & Galavics (strichpunktiert).

Losung;:
) Iy — Iy
q’w - 1 d
7p~cp~u~st + Die ln(l + 28/d)
dd, B % I — Uy
dx d é 4 pch{?sd In(1 + 2s/d)

1 d
In (@) = P + (Goim — Fu)e=/E0, Lo =2 < + P 4 2s/d)>

T4 \St T 20,

LGsung

i) Nach der Formel von Prandtl Nikuradse gilt folgender Zusammenhang zwischen der

Rohrwiderstantdszahl Arp und der Reynolds-Zahl fiir glatte Rohre:

1
AR = 5
(1,931og1o(Reyv/AR) — 0,537)
mit
R
L) pu?
und p
Re = u—.
v

FEinsetzen ergibt fiir die Geschwindigkeit:
2Apd3
1,93 ].Oglo TZLQ — 0,537
/_Lp
2Apd

ii) Der Massenstrom ergibt sich daher zu:

=1,591ms~!

u =

d2
= uTﬂp — 1,106 kg s

iv) Die Rohrwiderstandszahl betrégt:

16

(85)

(89)



2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

v) Fiir die Reynolds-Zahl erhalten wir

d
Re = “7 = 1,01-10° > 2300 (91)

und die Stréomung ist daher turbulent.

vi) Wirmedurchgang durch die duflere Isolierschicht

Ar(Yw — Vo) . 2M (0w — Vo)

a — 77 . N1 Jdi9e? w 9 92
(F+s) din %)
vii) Wirmeiibergang Wasser/Rohrwand mittels Reynoldscher Analogie
AR
t= = 251
S SDr, 0,0025 (93)
Gw
t=—————— 4
> cppu(Um — ) 59
viii) Kombinierter Warmeiibergang/Warmedurchgang
d d—+2s
Y —V%0 = Gu=—-1 95
0 Oy v (95)
1
U — V0w = Gu 96
¢ cppuSt (96)

d d—+2s 1
Um — Y0 = Gu | ——1 = Gu /0w 97
0=4 2A1 S + pepuSt G/ (97)

wobei
vy = 12,20W/m?K (98)

ix) Energiebilanz fiir einen Rohrquerschnitt

dH

— —S Jguldn,
0= ——— ~lduwldr (99)
dd,, .
cpri— = = —|quldm = —aymd (O — o) (100)
dv 1

m_ (9, — 9 101
dx Lo( o) oy

cpm pepu s
Lo em _afl P14+ 2 ) ) = 4040 102
07 qudr 4 <St * 2\is n( T >) " Hee)

Integration entlang des Rohres mit der Anfangsbedingung 9,,,(0) = Yein ergibt
Om () = (Yein — Yo )e~ 0 4+ 9g (103)

17



2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

x) Berechnung der Austrittstemperatur:

Dein — Daus = 9(0) — I(L) = (Jein — Vo) (1 _ e*L/Lo) ~ (Vein — ﬂo)]fo — 0,297TK
(104)

xi) Vereinfachte Vorgehensweise: Nimmt man an, dass [Jein — Yaus| < |Um — Yo gilt, so
kann man die Vereinfachung machen

Warmestromdichte an der Auflenseite der Isolierung

d

o = Saw(ﬁm —90) ~ a(Vein — Vo) = 365,85 Wm 2 (105)

Wirmestromdichte an Rohrwand
G = QO — D0) ~ a(Vein — 90) = 731,71 Wm ™2 (106)

Aus dem 1. Hauptsatz

Hein - Haus + Q =0 (107)

mit _ )
Hein — Hays = mcp<19ein - 79aus) (108)
Q = 7(d + 25)Lq, = wdLy, (109)

erhélt man p . L
2
(Dot — V) = "2 TAL G 207K (110)
Cpm Cpm

18
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Beispiel 2.5.3
Geschwindigkeitsmessung

Zur Messung der Geschwindigkeit einer Parallelstromung von Luft (Temperatur ¢ =
20°C) wird ein diinnes Metallpléttchen in die Stromung gehalten. Das Plittchen ist par-
allel zur Stromung ausgerichtet. Die Linge des Pliattchens in Stromungsrichtung betrage
L = 2cm. Die Breite quer zur Stréomungsrichtung sei B = 10 cm. Die Platte wird elek-
trisch mit einer Leistung P = 6 W beheizt. Die Temperatur der Plattenoberfliche wird
mittels eines Sensors bestimmt und betréigt ¥p = 30 °C. Bestimmen Sie die Anstrémge-
schwindigkeit.
Stoffwerte: p = 1,185kg/m3, ¢, = 1,006 kJ /kgK, v = 1,55-1075m?/s, A = 0,025 W/mK.

U,T,_ =20°C
—_— °
~T,=30°C
—_— — L
0 x

LGsung

1. Hauptsatz angewandt auf die Platte bei stationdren Bedingungen:

— =Q+Wg+...=0 (111)
dt
Q= —Weq=—6kW (112)

Wir berechnen zunéchst die mittlere Warmestromdichte

: —6 )

Wwm =4~ T75.9 =—-1,kWm (113)
Im Falle erzwungener Konvektion iiber eine Platte ist die Nuflelt-Zahl Nup fiir die Platte
eine Funktion der Reynolds-Zahl, Prandtl-Zahl, und Eckert-Zahl. Letztere wurde nicht
in der Vorlesung besprochen. Sie gibt den Einfluss der Dissipation im Vergleich zu den
konvektiven Termen an. Es gilt Br = Pr.Ec.

f(Re, Pr,Ec) = Nup (114)
v Upe
=Y g, (15)
(fiir Gase ~ 1)
u 116
E =
© T GIAT] (116)

Wir nehmen an, dass Ec < 1 und somit die Dissipation vernachlédssigbar klein ist.
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2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

Plattennusseltzahl wird mit der Plattenlinge L und der gemittelten Warmestromdichte
gw,m gebildet. Wir kénnen sie direkt aus den gegebenen Daten berechnen.

Nup = —Wm>
T N (T — Too)

= 120. (117)

Die lokale Nufleltzahl wird mit der Lauflinge = und der lokalen Warmestromdichte gy 8x)
gebildet.

qw,mT
Nuy = ———— 11
N N T — Too) (118)
Nu = ¢(Pr)y/Re, (119)

Die von der Prandtl-Zahl abhéingige Konstante ¢(Pr) kann mittels Losung einer Ahn-
lichkeitsgleichung (gewohnliche Differentialgleichung) bestimmt werden. Mit einer Ge-
nauigkeit von etwa 2% gilt

Nug = 0,332Pr'/3\/Re, fiir 0,6 < Pr < 10. (120)
(siehe: L.C. Thomas: Heat Transfer, Prentice Hall, 1992, p430)
mit wa
Re, = —~ (121)
1 [t NupA(Tw — T.
s [* - AT = »
0
1 L MTw — Tso) [* Nu,
Nup=—-—"-— dr = d 123
P T (T — T /wax Ty — T)/ z (123)
ul
Nup = ¢(Pr) / ”u:r dz = 2¢(Pr) \/— = 2¢(Pr)y/Rer, (124)
Nup = 2Nu,(L) (125)
Nu, = 0,300 - v/Re, (126)
Nup = 0,600/ Rer, (127)
Damit kénnen wir die Reynolds-Zahl Rey, angeben:
NuP 2 5
Rer = = 40000 < 5 x 10°. 128
°r (0,600) S0 (128)
Die Grenzschichtstromung ist daher laminar.
u= %ReL = 25.8m/s (129)
Uberpriifen, ob die Vernachlissigung der Dissipation gerechtfertigt war:
Ec=6,36-10"% < 1. (130)

—Die Dissipation kann daher vernachlissigt werden.
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2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

Beispiel 2.5.4
Wind iiber eine Gebiudefront

Ein Wind der Geschwindigkeit Uy, = 15 m/s blést um ein groes Gebéude. Die Windrich-
tung sei parallel zur Langsseite des Gebéudes. Betrachten Sie die Stromung entlang der
Léngsseiten als ebene Plattengrenzschichtstromung und bestimmen Sie den Warmeiiber-
gangskoeffizienten « fiir den Wérmeiibergang von der Auflenseite eines Fensters, das sich
x = 60 m stromabwirts der Vorderseite befindet, an die Luft.

Stoffwerte: p = 1,293kg/m3, ¢, = 1,006 kJ /kgK, v = 1,32-1075m?/s, A = 0,024 W/mK.

1C 1
Reynoldssche Analogie: St = §D—10’W, Cy1/D; = 1,1, =1,7In <\ /c{,vRegC) +3,0.
1

VA B

|
. b I
\;’mi _)_q:/ —
o 1o T
e
LGsung
uzx 7 5
Rey, = — =6,8-10" > Reyyitr = 5+ 10 (131)
14

—turbulente Grenzschicht (lokale Reynoldszahl beim Fenster). Losung mittels Reynold-
scher Analogie (Wérme- und Impulstransport &hnlich).

qw 10y /
St=—x ~ - — 132
pucyAT 2Dy ‘w (132)

wobei Widerstandsbeiwert (lokale Wandschubspannung bezogen auf den Staudruck der

Anstromung)
;o 2w

= — 133
‘w pu2 ( )
qw
=7 134
a=4= (134)
Der Wiarmeiibergangskoeffizient « lisst sich aus der Stanton-Zahl bestimmen:
a = St - pucy. (135)
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2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

Der Widerstandsbeiwert ¢}, wird aus dem Wandgesetz bei gegebener (lokaler) Reynolds-
Zahl iterativ bestimmt:

1

— =1,7-In ( c{/VRex) +3 (136)
Cw

oder
/

1
W17 In (\/dyRey) + 3

mit \/cl, =1 —=v/¢}y, = 2,97-1072 —/c};,, = 3,611-1072 —
\/ Sy = 1,276 - 1072 (138)

a =St puc, = 13,69 Wm 2 K! (139)

(137)

C
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2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

Beispiel 2.5.5
Heizstab

In einem von einer Newtonschen Fliissigkeit durchstromten Zylinderrohr befindet sich
ein koaxialer Heizstab, der eine auf die Heizfliche bezogene, konstante Heizleistung ¢
abgibt.

a) Berechnen Sie fiir das gegebene Rohr die Geschwindigkeitsverteilung w(r) fiir eine
vollausgebildete laminare, stationédre Stromung.

b) Berechnen Sie den Massenstrom 7.

c) Berechnen Sie die Differenz der Mischtemperaturen zwischen Rohreintritt und

Rohraustritt.
Hinweis: Beginnen Sie mit einer Kréftebilanz fiir das eingezeichnete, achsensymmetrische
Volumenteilchen.
Adiabates Rohr
A
(r) A T dr ¢ = const
o ' i pogds”
" A T Heizstab
dz
-l L -
LGsung

Voraussetzung: vollausgebildete stationire Stromung.
a) Impuls- und Kriftebilanz fiir das Kontrollvolumen in der Skizze
(p(z) + pu?(r)) 2rm Ar — (p(x + Ax) + pu’(r)) 2rm Ar+
T(r+ Ar)2n(r + Ar)Az — 7(r)27rAz = 0 (140)
Division durch Ar und Az

Tp(:t:) + pu(r)? — p(x + Az) — pu?(r) n (r+ Ar)r(r+ Ar) —rr(r)
Az Ar

Grenziibergang Az — 0, At — 0

—=0. (141)

dp d(r7)
r@+ dr

= 0. (142)
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2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

Integration f:l dr’ ergibt:

2_ .2
—r24
! 5 i é =r7(r) —ri7(r;) (143)
Mit
_du
erhalten wir ) 2 4 4
re—r;dp u
5 dp = Mg T i1 (1) (144)
bzw. q 24 4
rdp redp 1 U
.y B M () ) = = pu— 145
2dz ( 2dx+r7—(r))r Far (145)
Integration von r; bis r ergibt
1 r2 2\ dp r? dp r
Bl Y A T s — L () | In—| = 14
u[<4 4>dx+< 2dx+r7(r)> n”] u(r) (146)
Einsetzen der Randbedingung u(r,) = 0 ergibt
1 /r2 r2—r2 1 dp
=L v~ )= 14
7 T <2 4 lnra/n) dz (147)

erhlaten wir das Geschwindigkeitsprofil

pu(r) 1 [”’2 _ 1} L [1 _ 7’3] [1 Inr/ri ] (148)

d 2 2 - A
r2 4 |rg 4 r2 Inry/r;

Beachte der erste Term entspricht dem Geschwindigkeitsprofil einer voll ausgebil-
deten laminaren Rohrstrémung.

b) Berechnung des Massenstromes

m = p/ udA = p/ ' 2rru(r)dr = (149)
A T

2 r 2 2
pridp [T 1/r T Inr/r;
ST N Y Vol (A R ) d
p dx /. ™y (r2 - [ 2 Inry/r; g

a a

Setzen wir s = r/r, und ¢ = r;/r, so erhalten wir

4 1
. prgmdp 2 2 27 S(Ins —Ing)
— R — — 1 — B — —
m o da J, (s s¢” + [ o) ] o ds

Cpramdp [ 1 ¢ #* ¢ ¢ 1—09, ,
- e (-1
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2 UBUNGSAUFGABEN ZU ERZWUNGENER KONVEKTION

c) Energiebilanz iiber ein Kontrollvolumen, das sich iiber den gesamten Querschnitt
erstreckt: . . .
H(z) - H(x+Az)+Q =0 (150)

Q ist der Warmestrom der durch den Heizstab zugefiihrt wird:

Q = 27rig Ax. (151)

Einsetzen in die Energiebilanz und dividieren durch Ax ergibt

H(x) — H(z + Az)

A + 27r;q = 0. (152)
Im Grenzwert Az — 0 erhalten wir
d - )
—H = 27rq. (153)

dx

Der Enthalpiestrom H(z) durch eine Querschnittsfliiche lautet:

H(z) = /ApcpuT(J:, r)dA = /Ta pu(r)ep (T (x) + 9(r)) 2mr dr (154)

= pcpTM(x)/ ' u(r) 2mr dr + / ' pu(r)cpd(r) 2mr dr = e, Ty (x)

=0
dT;
The,——k = 211y (155)
Integration iiber die Rohrlénge L ergibt
2mr; L
Th (L) — T (0) = j. 156
() = Tar(0) = =4 (156)
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3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

3 Ubungsaufgaben zu natAzrlicher Konvektion

Beispiel 3.8.1

Heizkorper

Ein plattenférmiger, senkrechter Heizkorper (h = 0,5 m) habe die Oberflichentemperatur
Yw = 60 °C. Die Umgebungstemperatur betragt ¢y = 20 °C. Wie breit mufl der Heizkérper
mindestens sein, damit durch natiirliche Konvektion die Heizleistung Q = 300W an die
Umgebung abgegeben wird?

a) Bestimmen Sie die Grashof- und die Rayleigh-Zahl.

b) Ist die Grenzschichtstromung laminar oder turbulent?
c) Geben Sie die Warmestromdichte am oberen Plattenende an.
d) Berechnen Sie die mittlere Warmestromdichte.
e) Bestimmen Sie die Breite des Heizkorpers.
ATqz?
Gr, = 967237, Nu, = c(Pr)Grglc/A‘, Pr=0,72, Rayy =5- 105
v
A=0,027W/mK, v=1,9x10""m?/s.
L6sung
1)
gBAT 23
gBATh3
Creloms = 255 (158)
1 [/ 0v
=—| o= 159
g=1 ( aT)p (159)
Annahme: ideales Gas
RT
pv=RT < v=— (160)
p
ov R
= _ = 161
aT ~ (161)
R 1
= — == 162
== (162)
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3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

Beachte, hier muss klarerweise die absolute Temperatur verwendet werden. Aber
welcher Wert soll zur Berechnung von 3 verwendet werden? Die Wandtemperatur
oder die Temperatur des umgebenden Fluids? Wir haben hier die Boussinesq Ap-
proximation, d.h. wir setzen nur kleine Temperaturunterschiede voraus, sodass es
in erster Ndherung keine Rolle spielt, ob die Wand oder die Umgebungstemperatur
verwendet wird. Bedenkt man jedoch, dass fiir den Auftrieb die Dichtestorung et-
wa in der Mitte der Grenzschicht relevant ist, erhélt man ein genaueres FErgebnis,
wenn der Mittelwert aus Wand- und Umgebungstemperatur verwendet wird.

Gry = 4,34 -10° (163)
Ra=Pr Gr=—-Gr= 22 .Gy (164)
a A
Ra = 3,12 - 108 (165)
2)
Ra < 5-10° (166)

Die lokale Rayleigh-Zahl Ra; am Ende der Platte (z >= h) ist kleiner als die
kritische Rayleigh-Zahl. Daher ist die Strémung laminar.

3) Fiir eine isotherme senkrechte natiirliche Konvektionsgrenzschichtstromung gilt das

Ahnlichkeitsgesetz:
1
1 gz g(9 — 9y)z3\ 1
— . 4 - - 00— . _—
Nu, = ¢(Pr) - Grz NCR c(Pr) ( T (167)
mitt ¢(0,72) = 0,35. Wir erhalten:
Nuy, = 50,5 (168)
q= NuhM =109,1 Wm 2 (169)
i(z) = Nuxw — C(pr)Grglﬂ/ﬁl)‘(ﬁVVx_ﬁU) (170)

h

h

h

B 14X (0w —Jy) fo\~-1/4 Aw —dy) (o\-V4 x\ —1/4
= ePran/ SRR (F) T = e SRR () =i ()
4) Berechnung der mittleren Wérmestromdichte:

. h o1 P-4 4. —2
Gm = h/o j(r)dx = q(h)h/o (ﬁ) dz = gq(h) = 145,5Wm (171)

Wir erhalten daraus:

4
Nup = gNUh- (172)
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3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

5) Berechnung der Breite des Heizkorpers.

Q = Gmhb

Q

b=-*-=412m

am

bzw. falls Heizkorper auf zwei Seiten Wéarme abgibt:

Q = ¢mhb -2

Q

= 24mh

28

= 2,06 m

(173)

(174)

(175)

(176)



3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

Beispiel 3.8.2

Fenster

Berechnen Sie den stationiren Heizbedarf @ eines luftgefiillten Raumes der Innen-
temperatur 9¥; = 25°C, wenn die Auflentemperatur 9, = 0°C betrigt, unter folgenden
Annahmen:

e Der Raum tauscht nur iiber ein Fenster der Héhe A = 60 cm, der Dicke s = 5mm
und der Breite b = 1 m Wirme mit der Umgebung aus.

e Die Oberflichen der Glasscheibe befinden sich auf den einheitlichen Temperaturen
Y1 bzw. ¥y (siehe Skizze).

Gehen Sie dazu folgendermaflen vor:

1. Als Referenztemperatur fiir 3 nehmen Sie stets ’9”57193. Schreiben Sie alle Bedin-
gungen fiir die drei Unbekannten ¢w m,, VY1 und 92 auf und schlieBen Sie daraus,
dafl ¥ — ¥ = 99 — ¥, gilt.

2. Durch Eliminieren von beispielsweise 93 werden Sie auf eine Gleichung 91 = f(v1)
gefithrt; 16sen Sie diese durch Iteration 1 y11 = f(¥1), bis sich der Wert von
Y1 auf vier Nachkommastellen bei aufeinanderfolgenden Iterationsschritten nicht
mehr &ndert.

3. Bestimmen Sie nun den Heizbedarf Q; sind die natiirlichen Konvektionsgrenz-
schichten iiber die gesamte Hohe h laminar (Raygy = 10%)?
Stoffwerte:
ALt = 0,027 W/mK, vpug = 2,5 x 107°m?/s, Pr=0,72, Agus = 1,34 W/mK.
Formelsammlung:

gﬁ(TW - Toc)x3
I/2

Gr, = ., Nu, = ¢(Pr)Grl/4.
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3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

LGsung

Wir setzen voraus, dass die Temperaturverteilung ¥ (x, z) in der Fensterscheibe nur
eine Funktion der horizontalen Koordinate x ist: 9¢ = Yg(x). Die beiden Oberflichen
der Fensterscheibe haben daher die konstanten Temperaturen 1 auf der Innenseite bzw.
¥ auf der Auflenseite. Die Giiltigkeit dieser Annahme kann im Rahmen eines Projek-
tes durch numerisches Losen der Grenzschichtgleichungen bzw. Wirmeleitungsgleichung
tiberpriift werden.

1. Fiir die mittlere Warmestromdichte gilt:

e Wirmeiibergang Luft innen, Fensterinnenseite

ALuft (¥ — 1)

dm = Nup; Y (177)
e Wirmeleitung durch Fenster
Aclas(Ph — 9
iy, = a1 (91 — ) (178)
S
e Wirmeiibergang Luft auflen, Fensterauflenseite
ALuft (P2 — Uq
G = NupTuiti2 — o) i hQ ) (179)
Wir erhalten damit
. 191 - 19(1
Gm = - - s (180)

ArurtNup ; + ALurtNup o + AGlas

2. Wir miissen zunéchst noch die Nuflelt-Zahlen bestimmen. Fiir den Ausdehnungsko-
effizienten verwenden wir in beiden Grenzschichten den gleichen Wert § = ﬁ
(absolute Temperaturen!). Die NuBelt-Zahlen hingen jedoch noch von den noch
unbekannten Temperaturdifferenzen ¥; — 91 bzw. 99 — 9, ab. Es gilt:

4 o 3\ 1/4
NuP,i = gc(Pr) (W) — ¢3/4NUP* (181)
4 —9,)h3 1/4
Nupa = ge(Pr) (W) = ¢y "Nup. (182)
mit
Nup, — dopy) (PO =0\ o 0a =0,
up*—gc r V2 5 1_191'_79(1’ a_ﬁi_'ﬂa7
(183)

Die Nuflelt-Zahl Nup, ist daher die Nuflelt-Zahl einer laminaren natirlichen Kon-
vektionsgrenzschicht entlang einer vertikalen Wand der Hohhe h mit der Tempe-
raturdifferenz ¥; — ¥, zum umgebenden Fluid. Mit ¢(0,72) = 0,35 erhalten wir
Nup, = 61,25.
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3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

3. Nach (177) bzw. (179) gilt:

h
=9 — ¢p—-—- 184
! 4 ALuttNup; (184)
h
Yo =g + Gn———— 185
? 4 )‘LuftNuP,a ( )
Daraus erhalten wir
h1/4 1/2 9; — 10 5/4 Nu
Wi = 014 = e, B = < 1) = — (186)
)\Luft (gﬂ)1/4 191 - 79(1 NUP*
R1/4,1/2 — 5/4 Nu
=0 = = (P50) — s
)\Luft (96)1/4 191 - 19a NuP*
bzw.
¢ =¢i = ¢q (188)
mit .
- dm
Nu = T 189
ALuft (791 - 19(1) ( )
und weiters
Y — =99 — Yy, (190)
4. Aus (178) und (190) folgt daher
Y + Yq S
Y = m 191
! 2 1 2)\G1as ( )
Verwendung von (180) ergibt daher
197; ’19a Q9z - 'lga
9y = ; 2; e (192)
Glas ALuftNuP* (Z) + )\Glas
¥, —h 1 1
- 193
Vi—Ya 2 gk 1 (19,-—1%)1/4 49 (193)
ALufts Nups \ 9i—01
1 1
= 194
6= 3~ G (194)

mit O = Rawsh 1 388 g

ALufts Nup.
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3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

5. Numerische Losung Iteratives L”6sen von Gleichung (194)
1 1

Startwert: ¢g = 0,5, erste Naherung ¢; = 0,4982, zweite Niaherung ¢o = 0,4978, ...

V1 =10; — (Vs — 0,) = 12,5538°C (196)
Nup = Nup,¢*/* = 51,48 (197)

4m = 28,82 W/m?K (198)

Ray = 1.06 x 108 (199)

Zum Vergleich: Warmeleitung durch die Fensterscheibe, wenn die Luft auf beiden
Seiten der Fensterscheibe die jeweilige Umgebungstemperatur hétte.

_ )\Glas(ﬁi - ﬂa)
S

qwi = 6700 W/m?K (200)
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Beispiel 3.8.3

Feuchtraum

PA
trockene Luft
PEU PE
gesiittigte feuchte Luft
My
LGésung

Partialdichte Dampf

Ein Feuchtraum wird mit einem zylindrischen senkrechten Schacht
(Durchmesser d, Hohe h) beliiftet. Im Feuchtraum befinde sich ei-
ne Wanne gefiillt mit Wasser der Masse m,, und dariiber geséttigte
feuchte Luft der Umgebungstemperatur 71y;. Von auflen kann tro-
ckene Luft der Temperatur Ty nachstromen.

Berechnen Sie

e Die Dichte der geséattigten feuchten Luft im Feuchtraum,
e Die Stromungsgeschwindigkeit im Schacht,

e Den Massenstrom and Wasser und trockener Luft durch den
Schacht.

Wieviel Wasser verdunstet pro Stunde?

Wieviel kiihlt das Wasser in der Wanne pro Stunde ab?.

Durchmesser d=0,1m

Hohe h=10m
Wassermasse my = 100 kg
Umgebungsdruck py = 1bar

Viskositéit p=12,26 x 1075 Pas
Umgebungstemperatur Ty =300 K
Séttigungsdruck bei 300 K ps = 35, 366 mbar
Molmasse Luft M, = 29kg/kmol K
Molmasse Wasser My = 18kg/kmol K,
Universelle Gaskonstante R = 8314 J /kmol K

Verdampfungsenthalpie Wasser r = 2256, 5kJ /k

w

pp = psM— = 0,02276 kg/m?.

Partialdichte trockene Luft

RIy

L

M
pr = (pu — ps) 5 = 1,1215kg/m?®.

Dichte feuchte Luft

Ry

prL = pp + pr = 1,1471kg/m’

Dichte der Umgebungsluft

L

U = pUM— =1,1627kg/m>.

Ry
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Stromungsgeschwindigkeit (reibungsfrei)

u= \/2gh (pU - 1) = 1,633 m/s.
PFL

Stromungsgeschwindigkeit (mit Reibung): Im Schacht gilt Kréftegleichgewicht

dp prru?
=P g2
0 L PR~ AR

Am Schachteintritt gilt daher

h ppru?
PE — DA = )\REPT + prigh.

In der umegbenden Luft gilt

PE,U — PA = pugh
Fiir die Schachteintrittsgeschwindigkeit u gilt daher nach der Bernoulligeleichung
h prru?

=peyu — e = gh(py — prr) — )\RE 5

pFLU2
2

und somit
PU
2gh (PFUL )

1+ AgE

Iteratives Bestimmen von w 1. Néherung reibungsfrei: Re; = 15000 = Ar = 0,03,
ug = 0,817m/s
Massenstrom Dampf

. d*r -7

mp =~ =ppu = 3,76 x 10™ " kg/s.

Massenstrom trockene Luft

d2
rhy, = T”pLu — 1,653 x 10" kg /s.

Masse die in einer Stunde verdampft
mpip — mDAt = 1, 35 g.

Abkiilung des Wassers in einer Stunde

mpinTo
AT =
mwcy

=7,3x107%K.

34



3 UBUNGSAUFGABEN ZU NATAZRLICHER KONVEKTION

Verbrennungsraum

In einem Ofen befinde sich heifles Verbrennungsgas (Luft) Ty = 600K, das durch einen
Kamin (Hohe h, Durchmesser d) abzieht. Berechnen Sie die Stromungsgeschwindigkeit
im Kamin. Wieviel Enthalpie wird durch den Kamin transportiert?.

Durchmesser d=0,1m

Hohe h=10m

Viskositit p = 30,01 x 1075 Pas
Umgebungstemperatur Ty =300 K
Molmasse Luft M, = 29kg/kmol K
Universelle Gaskonstante R = 8314 J/kmol K

spezifische Wirmekapazitat Luft ¢, = 1,05kJ/kgK

Losung
Dichte der heilen Luft

PH = PUTT 0,5813kg/m

Dichte der umgebenden Luft

=pur—— =1,1627k .
pv=rupg=h g/m
Geschwindigkeit
pU_ _
2gh (PFUL 1)
u =

\/1+/\R%

1. N#herung reibungsfrei: u; = 14.007m/s, Re; = 27100, A\gp = 0,025, u; = 7,00m/s.
Massenstrom

. A%

== ppu = 0,0320kg/s.

Enthalpiestrom )
H = 1cp(Thy — Ty) = 10, 1kW.
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Beispiel 3.8.4

Verbrennungsraum

In einem Ofen befinde sich heifles Verbrennungsgas (Luft) Ty = 600K, das durch einen
Kamin (Hohe h, Durchmesser d) abzieht. Berechnen Sie die Stromungsgeschwindigkeit
im Kamin. Wieviel Enthalpie wird durch den Kamin transportiert?.

Durchmesser d=0,1m

Hohe h =10m

Viskositit p=30,01 x 107%Pas
Umgebungstemperatur Ty =300 K
Molmasse Luft M, =29kg/kmol K
Universelle Gaskonstante R = 8314 J/kmol K

spezifische Wirmekapazitat Luft ¢, =1,05kJ/kgK

Losung

Dichte der heifien Luft

My 3
= =0,5813k .
PH = PU RTy 5 g/m
Dichte der umgebenden Luft
My 3
= =1,1627k .
PU bu RTU ) g/m

Geschwindigkeit
pu_ _
2gh (PFUL 1)

1+ RS

1. Ndherung reibungsfrei: u; = 14.007m/s, Re; = 27100, A\ = 0,025, u; = 7,00m/s.
Massenstrom

d2
= Tﬂ-phu = 0,0320 kg /s.

Enthalpiestrom ‘
H = 1cy,(Ty — Ty) = 10, 1kW.
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4 UBUNGSAUFGABEN ZU PHASENUMWANDLUNGEN

4 Ubungsaufgaben zu Phasenumwandlungen

Beispiel 4.3.1

Fin Behilter, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen reinen Stoff mit Liquidustemperatur
enthilt, wird auf einer Seite unter folgenden Bedingungen gekiihlt:

a) konstante Wandtemperatur dw < J1,
b) konstante Warmestromdichte gw

c) An der gekiihlten Wand tritt ein Kontaktwérmewiderstand auf. Der Warmetiber-
gang ist durch ¢w = a(dw — Jk) gegeben, wobei g = const. die Temperatur der
gekiithlten Wand und 9w die Temperatur des Stahls an der gekiihlten Wand ist.

Berechnen Sie unter der Voraussetzung einer grofien Stefan-Zahl St = /¢, (1, — 9w ) den
zeitlichen Verlauf der Erstarrungsfront.

adiabat

qw
fliissig
VK
adiabat
L6sung
Skizze s. Angabe.
1. HS: dE
=Q+ W +H (201)
—0
Q = —gw - dydz (202)
H = dydzEpl lepa(P —0p) + 1] — dydz— P pS [eps(Vs — 1) (203)

Da das Kontrollvolumen auf der Erstarrungsfront sitzt (und sich mit dieser mitbewegt)
ist

dE
Y 204
3 =0 (204)
Fiir p; = ps = p bzw. ¢y s = ¢p; = ¢ gilt:
. dz dz cp(Vs — ) dz 1
=—pll —cp(Vs — V)] = —pl 1 - @YU pl |1 — — 2
iw = Gy oll = ol — 0] = ol | T =Gy e
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4 UBUNGSAUFGABEN ZU PHASENUMWANDLUNGEN

Fiir Sf > 1 bzw. % — 0 gilt

dx ;
qw = dt - P
a)
oT 9 =0
G = A = AW
ox x
(+ wegen der Richtung von gy )
Gleichsetzen von (206) und (207) bzw. Trennen der Variablen ergibt
T t by
/ zdx :/ 7(191 —ﬁw)dt,
0 o Pl
ausintegriert
2\
= — (0 —Vw) - t
z +\/ p (0 —Jdw)
(negative Losung der Wurzel physikalisch unsinnig).
b)
qw = const
Gleichsetzen von (206) und (210) bzw. Trennen der Variablen ergibt
/ dx = / —dt
ausintegriert .
_dw
pl
c)
aw = a(w —Jk)
v — 0
gw = A——
x

bzw. umgeformt

Iw - = X
«
W
d—dw = 5

Addition von (215) und (216) ergibt

. 1 =z
191—19[(:(]1/1/‘<a+>\>.
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4 UBUNGSAUFGABEN ZU PHASENUMWANDLUNGEN

Gleichsetzen von (206) und (217), Trennen der Variablen

A t191—19K
— 4+ —)dx = —dt 218
/0 <a+>\> ) /0 pl (218)

bzw. ausintegriert und die quadratische Gleichung gel6st

A A2 v =9
="y Sty (219)
Q@ @ pl
(negative Losung der Wurzel physikalisch unsinnig).
Kontrollméglichkeit: fiir @ — oo ist ¢ = ¥k, mit (219) bekommt man dann das
gleiche Ergebnis wie in (209).
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4 UBUNGSAUFGABEN ZU PHASENUMWANDLUNGEN

Beispiel 4.3.2

kontinuierlicher Stranggul

Einem unten offenen Behilter (Kokille) wird fliissiger Stahl zugefiihrt. Die Winde des
Behailters seien gekiihlt, sodal dort der Stahl erstarrt und sich eine Strangschale bildet.
Die Strangschale wird nach unten mit der GieBgeschwindigkeit u. abgezogen. Man be-
rechne die Dicke der Strangschale am Kokillenende unter den folgenden Vereinfachungen
und Kiihlbedingungen:

— Die Stefan Zahl sei grof3.
— Die Schmelze habe Liquidustemperatur.
— Die Geschwindigkeit der Erstarrungsfront sei klein gegen u..
Kiihlbedingungen:
a) konstante Wandtemperatur dw < 91,
b) konstante Warmestromdichte gw

¢) An der gekiihlten Wand tritt ein Kontaktwérmewiderstand auf. Der Warmetiber-
gang ist durch gw = a(dw — k) gegeben, wobei ¥k die Temperatur der gekiihlten
Wand und Jw die Temperatur des Stahls an der gekiihlten Wand ist.

Gegeben: 91, = 1520°C, dk = 300°C, o =4000W/m?K, ¢w =1MW/m?, p="7200kg/m?,
1 =270kJ/kg, h=80cm, A=35W/mK, wu,=3m/min.

fliissig
qw

Uc Uc
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4 UBUNGSAUFGABEN ZU PHASENUMWANDLUNGEN

Kokille . fliissiges Eisen
\ festes Eisiy
by :
191(0 :
Hei J/ml :
h T
e dy 1
g i
Haus :
Y i
- i
= |
y Ue |

Abbildung 4: Abbildung zum Beispiel aus Abschnitt 4

LGsung
Skizze s. Abb. 4.
1. HS: dE
o Q+W+H (220)
W=0 (221)
Q= —¢-dydz (222)

Annahme: prest ~ priissig ~ p- Kontinuitétsgleichung:
my + pue - dz - z(y) — pue -dz - z(y + dy) =0 (223)
. Ox
my = puedz [x(y + dy) — z(y)] = prucdzdy (224)

H =1y - [ep(¥) — ) + 1] + puccyz(y)dz - (0 — Imp) — puccyr(y)dz - (9) — 9pma) (225)

. U — O, U — O
H =1y + pucx(y)l [C”(ZZE)] —pucdza(y + dy)! [M] (226)
1 1
Sf Sf
Fiir Sf > 1 bzw. é — 0 gilt
H= g;pucldydz (227)
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4 UBUNGSAUFGABEN ZU PHASENUMWANDLUNGEN

] = uld—w
q_pcdy

a) 19W:19K

9 — S dz
YT i
T dy

Gleichsetzen von (229) und Trennen der Variablen ergibt

T Yoo
/ zdx = / (19[ — ﬁw)dt,
0 0 pluc

22
T = +\/,0luc(19l —dw) -y

g=A

ausintegriert

(negative Losung der Wurzel physikalisch unsinnig). Am Kokillenende:

z(h) = 0,0265m

b) _
_ 4
r = Y
pucl
z(h) = 0,00823 m

g = a@x—79w)
i = )\ﬁz — dw
o

bzw. umgeformt

T

SIS

U —dw =

Addition von (237) und (238) ergibt

. 1 =z
19[—19[(26_['(0[4-)\>.

Einsetzen von (228) in (239) und Trennen der Variablen gibt

Yy _ T
/ v 19Kdy = / l + d dzx
o pucl 0o \a A
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4 UBUNGSAUFGABEN ZU PHASENUMWANDLUNGEN

bzw. ausintegriert und die quadratische Gleichung gel6st

A A2 9 —
=" 5y (241)
« « plu,

(negative Losung der Wurzel physikalisch unsinnig).

xz(h) =0,0192m (242)
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5 UBUNGSAUFGABEN ZU STRAHLUNG

5 Ubungsaufgaben zu Strahlung

Beipiel 5.4.1
Glithdraht

FEin Glithdraht in einer 100 W Gliihbirne habe einen Durchmesser von 0,1 mm und eine
Lénge von 20 cm. Bestimmen Sie die Temperatur des Fadens im stationdren Zustand
unter der Annahme, dass die gesamte erzeugte Wérme als Strahlung abtransportiert
wird. Modellieren Sie den Faden als geraden Kreiszylinder. Das Emissionsvermogen des

Fadens betrage € = 0, 32.

LGsung

Die gesamte abgestrahlte Warme betragt:
Q=100W.

Fiir die von einen nicht-schwarzen Korper emittierte Strahlung gilt:
Ge = EoT?.

Die Oberfliche des Drahtes betrigt

A =dmrl.

Dabher ist die iiber die Oberfliche des Drahtes emittierte Strahlung:
Qe = Ade.

Da Wirme nur als Strahlung abgegeben wird, gilt

Q:Q&

und daher kénnen wir die Oberflichentemperatur des Drahtes berechnen:

T=1 Qﬁ — 3060 K
drléo

V=T —273,15 =2787°C

bzw.
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5 UBUNGSAUFGABEN ZU STRAHLUNG

Beispiel 5.4.2)
Strahlungsschutzschirm mittels schwarzer Platte

Zwischen zwei parallelen schwarzen Winden A und B mit den Temperaturen Ty bzw.
Ty wird eine diinne, ebenfalls schwarze Platte eingeschoben. Man berechne um wieviel
der Wiarmeaustausch zwischen den Wéinden A und B durch die Platte verringert wird.
Berechnen Sie weiters die Temperatur der Platte.

LGsung
Ohne Platte:
QOhne = U(Tﬁ - Tf}’) (250)
Mit Zwischenplatte:
Nettowdrmestromdichte
q = GAem — Aabs (251)

Bilanz fiir Zwischenplatte unter Beachtung, dass die Platte nach beiden Seiten Strahlung
emittiert bzw. von beiden Seiten Strahlung absorbiert.

(jA,em + QB,em = 2qP,em (252)
. . 1. .
gA,abs = qPem — §(QA,em + QB,em) (253)
. . 1. 1. 1, . . 1 1
qd=dAem — §QA,em - 5q3,em = §(QA,em - QB,em) = §U(T§ - Té’) = QQOhne (254)

Warmetausch ist um Halfte reduziert.
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5 UBUNGSAUFGABEN ZU STRAHLUNG

Beispiel 5.4.3)
Strahlungsschutzschild

Eine schwarze Wand der Temperatur Tgw = 273 K tauscht mit einer parallelen Stahl-
platte (rostfreier Stahl 301) der Temperatur Ts; = 1073 K Strahlung aus. Bestimmen Sie,
um wieviel Prozent der Strahlungsaustausch abnimmt, wenn eine polierte Nickelplatte
mit der Wérmeleitfiahigkeit A = 54 W/mK und der Dicke d = 5 mm dazwischen einge-
schoben wird. Wie grof} ist der Temperaturunterschied zwischen Vorder- und Riickseite
der Nickelplatte?

1.0 [— 1 Silber, poliert
<‘ 10 2 Kupfer,poliert
\9 —_— 2a Kupfer, schwach oxidiert
08 \\ 2b Kupﬁer, oxidiert
~N 2 2¢ Kupfer, schwarz oxidiert
o) i B 3 Gold, poliert
/ / 7 4  Wolfram, poliert

Nickel, poliert

L

5
5a Nickel, oxidiert

6 Aluminium

7 rostfreier Stahl 301
8

9

1

) 0.6 7‘ /

04 A5
) / rostireier Stahl 347, oxidie
Asphalt
]
[ — 2,3
0

500 1000 1500 2000
T [K]

Fig. 5-3 aus Thomas (1992). Abhéngigkeit des Emissionsvermégens & verschiedener
Oberflachen von der Oberflichentemperatur.
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5 UBUNGSAUFGABEN ZU STRAHLUNG

%
dst—sw gst—Ni || ANi—SW
e g "é’
= = <
g 2 =
= = o
f— ] N
= g 4 o
= > = 2 g
N ) s 2 E
z = =
= @ o
N 4 |
2 gl E z
= IS 5 - s
- | } | -
< z ° 2l =z =
& 1w @ L‘i “Uﬂ Iw
R 1
a n n E‘Z z. n
= IS =~ N N

LGsung

Fiir den Strahlungsaustausch vernachléssigen wir zundchst den Temperaturunterschied
zwischen Vorder und Riickseite der Platte. Wir nehmen daher an
Txiy — Tni- <1
INi+
Diese Annahme wird nach der Rechnung iiberpriift.

Strahlungsaustausch

Der Strahlungsaustausch zwischen zwei planparallelen Wénden mit den Temperaturen
Ty bzw. T5 dem Absorptionsvermégen &y bzw.qo , Emmisionsvermogen &y bzw. & ist

gegeben durch
Qg1 — AnéaoTy

Gig = —————
a1+ ay — ajae

Austausch Stahlplatte - schwarze Wand

Bestimmung des Absorptionsvermogens bzw. des Emissionsvermogens

durch richtige Anwendung des Kirchhoffschen Gesetzes (vergleiche Skriptum Seite 143).
gy = éSt(TSt) = gSt(1073 K) = 05,

agy = gSt(TSW) = éSt(273 K) = 0.18.
Strahlungsaustausch
2

4St—swWw = 5_StUT§1t — @StO'TélW =37,5kW/m".
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5 UBUNGSAUFGABEN ZU STRAHLUNG

Einschub der Nickelplatte

e 1. Néherung:

Bestimmung des Absorptionsvermogens bzw. des Emisssionsvermoégens

fiir eine geschétzte Temperatur der Ni-Platte Tyn; ~ 800K.
gsy = Est(Tst) = €5 (1073 K) = 0.5,
ast = €s(Tni) = €s4(800K) = 0.3
éni = éni(Tni) = éni(800K) = 0.1,
anit+ = éni(Tst) = éni(1073K) = 0.14
ani— = éni(Tsw) = éni(273K) = 0.04

Anwendung des 1. Hauptsatzes auf die Nickelplatte, die sich in einem stationéren
Zustand befindet.
ani+EstoTg, — astenio Ty

. _ 4 _ 4 .
4st—Ni = —— — —— = énioIyN; — aNi—0Tgw = Ni—sW-
agt + QNijt+ — AStONi+

Bestimmung der Temperatur der Nickelplatte:

- 4
anNitEstolg,

Q
< St + 1> &TNiO'TéH = @Ni_UTélw +

ast + aNi+ — QStONi+ agt + GNi+ — QStONi+

liefert fiir Tn; = 1074 K. Diese Losung ist nicht akzeptabel, da sie dem 2 HS
widerspricht. Es ldge hier ein Prozess vor, dessen einzige Wirkung es wire, dass
ein Wirmestrom von einer Oberfléiche niedriger Temperatur (Stahl) auf eine Ober-
fliche hoherer Temperatur (Nickel) floe. Mogliche Versagensursache: Die geschitz-
te Temperatur der Nickelplatte war zu ungenau.

e 2. Naherung:

Bestimmung des Absorptionsvermogens bzw. des Emisssionsvermogens

fiir eine geschétzte Temperatur der Ni-Platte T; ~ 1000K.
£54(1000K) = 0.4
eni = &ni(Tni) = &ni(1000K) = 0.12,
liefert fiir Tn; = 967 K. Diese Ndherung ist akzeptabel.
Somit kann nun der Strahlungsaustausch zwischen den Platten bestimmt werden.
= dst—Ni = GNi—sw = 5,95k W /m”

Das FEinschieben der Nickelplatte vermindert den Strahlungsaustausch zwischen der
Stahlplatte und der Nickelplatte um 84,1%.
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Temperaturunterschied
Der Temperaturunterschied zwischen Vorder- und Riickseite der Nickelplatte betrégt

id
ATy = qT —0,55K

und ist somit vernachléssigbar klein gegeniiber den anderen auftretenden Temperatur-
unterschieden bzw. gegeniiber der Temperatur der Nickelplatte.
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Bsp 6.9.1

Die Temperatur einer Metallschmelze soll mit einem Strahlungsthermometer entspre-
chend der dargestellten Anordnung gemessen werden.

Annahmen:
1. Die von der Oberfliche der Schmelze ausgehende Strahlung habe in jede Richtung
dieselbe Gesamtintensitit Ig.
2. Absorption und Emission der Luft konnen vernachlissigt werden.
3. Die vom Gehéuse und von Ag emittierte Strahlung kann vernachléssigt werden.
4. Die Blende A; sei kreisformig mit dem Radius 1 = 4,8 mm. Die Detektorfliche Ay
sei ebenfalls kreisférmig mit dem Radius ro = 1,8 mm.

a) Leiten Sie eine Beziehung zwischen Ig und dem auf Ay auftreffenden Strahlungs-
fluss aus der gegebenen Geometrie fiir ry < a her.

b) Welche Temperatur hat die Metallschmelze bei einem auf Ay auftreffenden Strah-
lungsfluss von 0,01 W, falls die Schmelze als grauer Strahler mit € = 0,9 angenom-

men wird?
a
Ag
| \ Al
b
Iy = const.

S S S S S S S

Schmelze, T

LGsung

spektrale Strahlungsintensitit:
deEV

v = Adrands

j / Idv (256)
0

(255)
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Strahlungstransport:

Strahlungswirme:

oI,
or

a, =¢€e, =0

ey — ayly

I = const = Ig

¢\ = / Is(l- 7)dQi
47

Ausschnitt einer Kugel mit der Fléche:

dQ) = dfsinfdy

— cos @ sin 6

0
<ﬁ-f): 0 || —singsingd | = —cosd
1

i = I /
@

Stefan-Boltzmanngesetz:

—cos 6

01 102
/ cosfdfsinfdp = —Ig - 27 sin” 0y

0=0 2

tanth = —, — K1
91 ~ r—l
a
(n) _ Ay
4R —_IS§

ISZ§ET4
i
: AlA
Qr = —e2T* —
T a
T=2945K

o1

(257)
(258)

(259)

(260)

(261)

(262)

(263)

(264)

(265)

(266)
(267)

(268)

(269)

(270)
(271)
(272)
(273)

(274)

(275)
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Bsp 6.9.2

Bestimmung des Voluememissionskoeffizienten

Die Bestimmung des Volumensemissionskoeffizienten e, und des Volumensabsorptions-
koeffizienten a, einer Flamme erfordert zwei Messungen. Hierfiir bedient man sich eines
Versuchsaufbaus gem#fl der untenstehenden Skizze. Zeigen Sie, wie man aus den ge-
messenen spektralen Intensitéiten I, auf e, und a, schliefen kann. Die Intensitat Iy der
externen Quelle sei bekannt.

Source
L
Spherical I Spherical
Mirror Mirror
Flame
I
Flame
3 M/‘v"—
| Flame ] Monochromator
Holder Detector

LGsung

Die Strahlungstransportgleichung lautet
dr,
de

Es werden zwei Messungen gemacht:

ey — ayly,

i) Ohne externe Strahlungsquelle. Somit lautet die Ranbedingung bei Eintritt in die
Flamme L(,l)(()) = 0 und Integration ergibt.
I(l) _ 6711 1 — g~
i) = & (11— 7o
Bei Austritt aus der Flamme gilt daher:
IN(L) = (1 - ek

ay

ii) Liegt nun eine duflere Strahlungsquelle mit der Intensitét I, o so gilt L(,2)(0) =10
und Integration ergibt

1(a) = 5 (1= eoe7) 4 1, g0
Qy

Bei Austritt aus der Flamme gilt nun

IP(L) = IV(L) + Tpe™ ™"

v
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Ist nun 75" (L),I @ (L) und I, o durch Messung bekannt, kann zunéchst a, bestimmt
werden.

und danach e,.
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Bsp 6.9.3
Abkiihlung einer Stahlbramme

Eine Stahlbramme (I = 10m, d = 0,2m, b = 1 m) verl&t mit einer Oberflichentempe-
ratur von ¥ = 200 °C das Stahlwerk und wird im Freien gelagert. Die Lufttemperatur
betrigt v, = 20°C. Schétzen Sie den Warmeiibergang an der Oberseite der Bramme
aufgrund von

a) Strahlung (betrachten Sie die Bramme als schwarzen Kérper),

b) erzwungener Konvektion ab. (Es blidst ein Wind mit der Geschwindigkeit u =
10m/s in Querrichtung iiber die Bramme.)

In welcher Zeit kiihlt die Bramme um 10°C ab?

erzwungene Konvektion, Pr ~ 1: Nu, = 0, 332Re!/?; o =5,67-10"°W/m’K*,

T

Voue = 2,4107°m2 /s, Apu = 0,027 W/mK, ¢, stan = 700 J/kgK,  psian = 7200 kg/m?®.

LGsung
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Beispiel 6.9.4
5.0.1 Raumstation

Ein voller Kreiszylinder aus Aluminium (Radius R = 0,25 m, Linge L = 2m) wird laut
Skizze unter einem Winkel von 7 = 5° von der Sonne (Vmax = 3,53 - 10571 gr =
1,4kW/m?) angestrahlt. Die Sonne kann als schwarzer Strahler betrachtet werden. Der
Zylinder moge sich auf einer einheitlichen Temperatur befinden.

Berechnen Sie die Temperatur des Aluminiumzylinders im stationdren Zustand. Fiir
die Ermittlung des Emissionsvermégens & nehmen Sie die Temperatur des Aluminium-

zylinders zunéchst mit 300 K an.
o ="5,67-10"W/m?K*, /

(V/T) e = 5,88 - 100K

1.0
1 weifler, gebrannter Ton
9 2 Asbest
~ SO 3 Kork
0.8 N T+ 4 Hol
AN \ 5 Porzellan
\ 6 6 Beton
\ 7 Graphit
0.6 L ~— 8 Aluminium
’ 9 Dachziegel
\ 5
. N
R/
0.4 3
4 J
0.2 \
//
0
300 400 600 1000 2000 4000 6000
T [K]

Fig. 5-13 aus Thomas (1992). Absorptionsvermogen @& in Abhéngigkeit von der Temperatur des

strahlenden Krpers fr verschiedene Materialien bei Raumtemperatur.
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LGsung

Raumstation: 1. HS:

0= Qabs - Qem (276)
Qabs = Qem (277)
e absorbierter Warmestrom:
Qu = —a [ -0 (278)
A

mit Absorptionsvermogen &, Strahlungsfluss ¢gr, Flidchennormale 7, beschienene
Fliache A, gp -7 <0

Stirnflache:
inii=dr- | 7). o - CoS (279)
ir " =4r —siny o) Ir "
Q" = aR’mcosy - dr (280)
Mantelflache:
Cos ¢
n=| sing (281)
0
0
qr=1dqr- [ —siny (282)
— cos 7y
qp -7 = —jpsin¢sin (283)
. L pm
Mantel _ —|—a/ / dr - (sinpcosy) - Rdpdz = 2agrRLsin~y (284)
0o Jo
e emittierter Warmestrom:
fiir konvexe Korper (also auch hier) gilt
Oem = Gem - A = 0T - (2R + 2R7L) (285)
agr - (R*mcosy + 2RL sinv)
T = 286
o¢- (2R?*n + 2RwL) (286)
a =7 —Wiensches Verschiebungsgesetz:
v 10 .—1 701
<> =588-10"s K (287)
TR max
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=Oberflichentemperatur der Sonne:
Tr = 6003 K

o = d(TR) =0,3
Im VIG gilt a =¢ —
€ =¢&(Tx) = £(300K) = 0,07

T =303K

o7

(288)

(289)

(290)

(291)



