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1. Lösen Sie folgende Teilaufgaben

a) In Abbildung 1 ist die Prinzipskizze eines Segelbootes dargestellt. Im Weiteren
werden Bewegungen des Bootes in Querrichtung (Geschwindigkeit vy = ṡy)
und Drehungen um den Drehpunkt 0 (Winkel ϕ) betrachtet. Bewegungen des
Bootes in vertikaler Richtung werden vernachlässigt.

Das Boot besitzt die Masse m, die Schwerpunktshöhe h und das Trägheitsmo-
ment J bezüglich der x-Achse um den Drehpunkt 0. Die Position der Crew,
welche sich als konzentrierte Masse mC an Deck bewegt, wird durch hC und
sC beschrieben.

Auf das Boot wirken, neben der Erdbeschleunigung g, folgende Kräfte und
Momente:

• Die Auftriebskraft FA (ϕ) = ρgV (ϕ) ist vom verdrängten Wasservolumen
V (ϕ) abhängig und greift um die Exzentrizität eA (ϕ) versetzt an. Die
Dichte des Wassers wird mit ρ bezeichnet.

• Das Wasser dämpft die Querbewegung mit der Kraft Fd = dyvy, welche
um den konstanten Versatz ed unter der Wasseroberfläche angreift.

• Das Wasser dämpft die Wankbewegung (Drehung um den Winkel ϕ be-
züglich der x-Achse) mit dem Moment, Md = dϕω, ω = ϕ̇.

• Der Wind wirkt mit einer Kraftdichte q auf die effektive Querschnittsfläche
des Bootes AL (ϕ), deren Flächenschwerpunkt sich auf der Höhe hL (ϕ)
befindet.

• Die Gewichtskraft der Crew mC bewirkt ein Moment MC um den Dreh-
punkt 0. Der Einfluss der Trägheit der Masse mC auf die Bewegung des
Bootes (d.h. auf die Quer- und Wankbewegung) wird in den Bewegungs-
gleichungen vernachlässigt.
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Abbildung 1: Prinzipskizze Segelboot.

Bearbeiten Sie die nachfolgenden Aufgaben:

2



i. Geben Sie die Kraft FL als Funktion des Wankwinkels ϕ sowie der Wind- 1.5 P.|
stärke q an und ermitteln Sie das resultierende Moment ML um den Dreh-
punkt 0. Berechnen Sie weiters das Moment MC um den Drehpunkt 0,
welches die Masse der Crew mC aufbringt, als Funktion des Wankwinkels
ϕ und der Position sC .

ii. Das Boot wird im Weiteren durch ein System der Form 4 P.|

ẋ = f (x, u, d) (1a)

y = h (x, u, d) , (1b)

beschrieben. Als Eingang für das System wird die Position der Crew ge-
wählt, u = sC . Als Störung wirkt die Kraftdichte, d.h. d = q. Als Ausgang
y werden der Winkel ϕ und die Quergeschwindigkeit vy verwendet.
Wählen Sie dazu einen geeigneten Zustand x, wobei zu beachten ist, dass
die Geschwindigkeit vy, aber nicht die Position sy, notwendig ist. Berechnen
Sie nun das System (1).

iii. Berechnen Sie für ϕ = ϕs und q = qs alle Ruhelagen des Systems (1). 1.5 P.|

b) Betrachten Sie nun das nichtlineare Eingrößensystem

ẋ = −
√

x u. (2)

und bearbeiten Sie folgende Punkte:

i. Bestimmen Sie die Lösung x (t) für x (0) = 1, u (t) = 4t. 2 P.|

ii. Linearisieren Sie das System entlang dieser Trajektorie. 1 P.|
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2. a) Gegeben ist folgendes autonomes LTI-System:

ẋ =






1 0 −1
0 1 0
0 0 2




 x. (3)

Bearbeiten Sie die nachfolgenden Aufgaben:

i. Geben Sie die Eigenwerte mit den zugehörigen Eigen- bzw. Hauptvektoren 2 P.|
an.

ii. Berechnen Sie die Transitionsmatrix Φ̃ (t) des transformierten Systems. 1 P.|
Hinweis: Beachten Sie die algebraische und geometrische Vielfachheit der
Eigenwerte.

iii. Gegeben ist der Startwert x0 = [1, 0, −1]T. Schreiben Sie die Lösung x (t) 1 P.|
an. Hinweis: Verwenden Sie dabei die Eigenschaft der Eigenvektoren.

b) Gegeben ist folgendes zeitdiskretes LTI-System:

xk+1 =






2 1 2
0 3 0
0 0 0.5




 xk +






0
1
0




 uk (4a)

yk =
[

1 0 0
]

xk. (4b)

Bearbeiten Sie die nachfolgenden Aufgaben:

i. Berechnen Sie die Führungsübertragungsfunktion und geben Sie deren Pole 1.5 P.|
an.

ii. Schreiben Sie das nicht erreichbare Teilsystem mit dem Zustand xi, i ∈ 1 P.|
{1, 2, 3} an. Hinweis: Überlegen Sie dazu, welche Zustände der Eingang uk

direkt beeinflusst und wie die Zustände (über die Systemdynamik) gekop-
pelt sind.
Bestimmen Sie weiters das asymptotische Verhalten des nicht erreichbaren
Zustands xi, d.h. limk→∞ xi, k.

iii. Der nicht erreichbare Zustand xi wirkt (über die Dynamikmatrix) auf das 1 P.|
erreichbare Teilsystem mit dem Zustand

xR = [xr, xs]
T

, r, s ∈ {1, 2, 3}\i, r 6= s. (5)

Schreiben Sie das erreichbare Teilsystem mit Zustandsvektor xR und dem
erweiterten Eingang ū = [u, xi]

T neu an.

iv. Die Pole der Übertragungsfunktion sind auch Eigenwerte des Zustands- 0.5 P.|
raummodells. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen, wie dieses Beispiel de-
monstriert, nicht. Erklären Sie warum dies der Fall ist, obwohl das System
(4) vollständig beobachtbar ist.

v. Wählen Sie einen neuen Ausgang yk für das System (4), sodass die Füh- 1 P.|
rungsübertragungsfunktion nur noch erster Ordnung ist.
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3. Gegeben ist das lineare, zeitkontinuierliche System

ẋ =






0 1 0
0 0 1

−5 −9 −5






︸ ︷︷ ︸

A

x +






1
0
0






︸︷︷︸

b

u (6a)

y =
[

0 0 1
]

︸ ︷︷ ︸

cT

x. (6b)

a) Berechnen Sie die Markov-Parameter und die Hankelmatrix der Systems (6). 4 P.|

b) Zeigen Sie, dass das System (6) vollständig beobachtbar ist. Entwerfen Sie 4 P.|
einen Dead-Beat-Beobachter für das System (6).

c) Bei der Abtastung bleibt die Beobachtbarkeit nicht zwangsläufig erhalten. Wel- 2 P.|
che Bedingung muss die Abtastzeit im Fall von System (6) erfüllen, damit auch
das zeitdiskrete System beobachtbar ist? Nehmen Sie als bekannt an, dass ein
Eigenwert der Matrix A bei -1 liegt.

d) Zeigen Sie, dass es sich bei dem System (6) um eine Minimalrealisierung han- 1 P.|
delt.

5



4. a) Beurteilen Sie für die folgenden Übertragungsfunktionen des offenen Kreises 3 P.|

L
#
1 (q) =

q + 2

q3 − 3q2 + 4

L
#
2 (q) =

1 + 3q − 2q2 − q3

q3 + 2q2 − 3q + 1

nach Abbildung 2, ob der geschlossene Kreis BIBO-stabil ist.

L#(q)
(rk) (yk)

Abbildung 2: Blockschaltbild.

b) Bestimmen Sie für die Strecke mit der q-Übertragungsfunktion 5 P.|

G#(q) =
32

(2
√

3 + q)2(2 + (2 −
√

3)q)
, Ta = 0.1

einen Regler mit dem Frequenkennlinienverfahren so, dass die Sprungantwort
des geschlossenen Kreises folgende Anforderungen erfüllt:

• Anstiegszeit tr = 0.6 s

• prozentuelles Überschwingen ü = 10%

• bleibende Regelabweichung e∞|rk=(1)k = 0

c) Stellen Sie den Regler mit der q-Übertragungsfunktion 2 P.|

R#(q) =
VI (1 + qTI)

q

für die Abtastzeit Ta als Differenzengleichung dar.
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