Institut fir Automatisierungs- und Regelungstechnik

Formelsammlung zum Skriptum Modellbildung

Kapitel 2

Polarkoordinaten:

(t) = r(t) cos(p(t)) und y(t) =r(t)sin(p(t))

Kugelkoordinaten:

2(t) = () sin(8(1)) cos(o (), y(t) = r(t) sin(8(1) sin(p(t)),  =(t) = r(t) cos(8(1))

Resultierende Kraft in einem zentralen Kraftesystem:

fr = Zn: f;
=1

Drehmoment:
€ fac yfz - ny
T(O):rXf: Y X fy - fo_:cfz
Z fz $fy - yfx

Resultierendes Moment beziiglich des Punktes A:
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Masse eines Starrkorpers:
m:/p(aj,y,z)dv
1%
Schwerpunkt eines Korpers:
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Impulserhaltung einer Punktmasse:
d d
—p=— =f
P~ @)
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Translatorische kinetische Energie eines Starrkorpers:
1
T = §mf§rs

Potentielle Energie:
V(r) = / fr(T) - dr mit  V(r;) =0
rr

Dissipative Krafte

Korper in Fluid: fpe, = —CWA%fv%v Widerstandsbeiwert ¢y, > 0
Haftreibung: fu=npafn Haftreibungskoeffizient pgy > 0
Trockene Gleitreibung: fo = pe f sign(z) Gleitreibungskoeffizient pe > 0
Rollwiderstand: fr = prfv Rollreibungskoeffizient ugr > 0
Viskose Reibung: fr = pyAv viskoser Reibungskoeffizient py, > 0
Seilreibung: fs2 = fs1exp(pa) Haftreibungskoeffizient g = pg > 0

Impulserhaltung fiir Korper mit veranderlicher Masse:

m(t)%v =f— pw(t)
L
a’ T
Drehimpulserhaltung:
d d
—10 — = — +0
dtl dt(r Xp)=T

Rotatorische kinetische Energie eines Starrkorpers:

1
T, = 0., 2
9 »

Massentragheitsmoment
Fiir Drehungen um den Schwerpunkt S in der e,-Achse:

o2 = [ am = [ (7 ()

Verschiebung in einen allgemeinen Aufpunkt A (Satz von Steiner):

2 2
o2 =0+ (o) + (1))

Erster Hauptsatz der Thermodynamik
Jedes thermodynamische System besitzt eine extensive Grofle E;, die innere Energie.
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Die Anderung der inneren Energie entspricht der Summe der Anderung der zugefithrten
Wirme Q' und der Anderung der zugefithrten Arbeit W, d.h. es gilt!

dE; = Q* + W' .
Fiir abgeschlossene Systeme gilt Q' = 0 und W' = 0. Der erste Hauptsatz lautet damit
dE; =0.

Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik
Jedes thermodynamisches System besitzt eine extensive Grofle S, die Entropie. IThre
Anderung bei einer reversiblen Zustandsanderung ergibt sich zu

Ql
:?,

Bei allen irreversiblen Zustandsanderungen wird im Inneren des Systems Entropie produ-
ziert, d.h es gilt

ds

ds > — .
S_T

Gibbsche Fundamentalgleichung:

1 P
= —dFE;, + =
ds dE; dy

—p) dv

Prozessfithrung Zustandsédnderung Zwangsbedingung eines idealen Gases

Differential der spezifischen inneren Energie:

Oe; op
= T T—
Sl a +(

de;
© T

Prozessfiihrung

Isotherm T = konst. % = konst.

[sobar p = konst. pT = konst.

Isochor ) = konst. £ = konst.

Adiabatisch c=0 pv® = konst., Tv*~! = konst., TpPTH = konst.
Polytrop ¢ = konst. pv™ = konst., Tv" ! = konst., Tp% = konst.

Spezifische Enthalpie:

h =e; + pv
Spezifische Warmekapazitat:
cdT = ¢!
bzw.
Oe; n de; n ov
c= —
or|, " \ov|, ") or|

!Die Bezeichnungen Q' und W' kennzeichnen, dass diese GroéBen keine vollstéindigen Differentiale
beschreiben, sondern sogenannte 1-Formen sind.



Spezifische Warmekapazitat fiir isochoren Prozess:

. 867;
“= o),
bzw.
ST, \oply or|,

Spezifische Warmekapazitat fiir isobaren Prozess:

_on
v or|
bzw.
. 8@ i 8@ i @
@~ or|, " \ov|, ')or|

Zustandsgleichung eines idealen Gases:

__p
RT

p(p)

Spezifische inneren Energie und spezifische Enthalpie eines idealen Gases:

de; = ¢, dT
dh = ¢, dT

Zustandsgleichung einer Fliissigkeit:

a(T*To)e P—ﬁpo

p(p) = poe”

Spezifische innere Energie einer Fliissigkeit:

1 _ p—p
ei(p,T) = ¢, (T —Tp) + p_ (po + B —=ToaB + (TaB —p — ﬁ)ea(TfTO)e g 0)
0

Carnotscher Kreisprozess
Wirkungsgrad fiir eine Carnotschen Rechtsprozess:

[ Was| b Tap
ner =" =1+ 53 :1_Tzu

Wirkungsgrad fiir einen Carnotschen Linksprozess:
4 4
| ag _ azg ]- Tab

= M3 21 Toy
qu ab + Qzu 1-— m Tab - Tzu

NeorL =

Massenerhaltung
Geschlossenes System:

d
— p(t,x)dV =0



Offenes System:

d

— p(t,x)dV + / p(t,x)(v(t,x) —u) -ndA=0
dt V*(t)

aV*(t)

Anderung eines mit inkompressibler Fliissigkeit gefiillten Kontrollvolumens:

d
EVZZ%

Anderung der Masse in einem zeitlich veranderlichen, mit kompressibler Fliissigkeit (oder
Gas) gefiillten Volumen V(t):

GOV =3

Impulserhaltung

Geschlossenes System:
d
— p(t,x)v(t,x)dV = f;
i, v =3

Offenes System:

d

T - p(t,x)v(t,x)(v(t,x) —u) -ndA = Zl f;

p(t,x)v(t,x)dV + /

aV*(t)

Bernoulli-Gleichung:

Energieerhaltung
Geschlossenes System:

4 p(t,x)e(t,x)dV = Q + W

Offenes System:
d 1 ¢ 1
— plei+=vv+gz|dV+ plei+=vv+gz|(v—u) ndd=
—/ p(v-n)dA— q-ndA+ W,
aV*(t) ov*(1)
Kapitel 4
Warmestromdichte:

q(t,x) = —A(x,T) - VT'(t,x)
Fouriersche Warmeleitungsgleichung:

pep(x,T) aTétt, x) =V - (Ax,T)VT(t,x)) + g(t,x,T)

Fouriersche Warmeleitungsgleichung fiir ein isotropes, homogenes Material mit tempera-
turunabhéangiger Warmeleitfahigkeit A in



e kartesischen Koordinaten:

or _ (0T 0T &T
C,,—— —
P ot 8z2 | 8y | 022

) +g(t7I’y7Z’T)

e Zylinderkoordinaten:

a_T— 12 8_T iaQ_T_’_W_T + (t T)
Poar = “\rar\or r2 0p? = 022 RS chd

e Kugelkoordinaten:
8_T—)\ ig 2(9_T +;2 ln((g)a_T +;aZ_T +

P ="\ ar\" or r2sin(6) 00 i a0 72 sin’(6) Op?
g(t7 T’ 07 S07 T)

Dimensionslose Kennzahlen:

Kennzahl Formel Grenzschichtdicke lam. Grenzschichtdicke turb.
Uool vx 15%5
Reynolds-Zahl Re, = == §,(z) =5,/ — = 6.(x) = 0.37Re!/®
eynolds-Za e » () i VRe (x) e,
Prandtl-Zahl Pr= " du(x) = 6p(z)V/Pr Ou(z) = 07(2x)
a
x Oy
Nuflelt-Zahl Nu, = ¢, ==
uBelt-Za. u q (o — T 3
Gemittelte Warmestromdichte:
1 [ 1 [
q= —/ G dz = —/ a,dz(Tp — Ty) = a(Tp — Tx)
L J, L J,
Mittlere Nuflelt-Zahl:
L al
N — y— = —
YT TN T A
) 2v/Repp(Pr) wenn L < z,
| 2v/Recp(Pr) + 0.0370 (Rej‘;/5 - Re‘c%) VPr  sonst
) 2Nwam, L wenn L < z,
B 2NWgim, o + %(Nutun L — NUgyre,) sonst

Spektrale Strahlung eines schwarzen Korpers:

2mhc?

Expy(\T) = m

Wiensches Verschiebungsgesetz:

~0.002897768 m K

A
T




Emissions- und Absorptionsvermogen:

Spektrale Emissivitat ex(\,T) = Eb; *:E\/\’TT)) € [0,1]

Spektraler Absorptionsgrad o (A) = Z:55 € [0,1]

Spektraler Reflexionsgrad pa(A) = &y € [0, 1]

(
Spektraler Transmissionsgrad 7)(A) = (2;((,\/\)) € [0,1]

Totale Ausstrahlung:
E(T):/ EA()\,T)d)\:/ (N T Exp(A, T) dA
0 0

Fiir einen schwarzen Strahler (Stefan-Boltzmann Gesetz):

e kT — |

[oe] [e'e) 2 2
BT = [ BoT)dr= [ —2% gy — o
0 0 /\5< EF )

Definition des Sichtfaktors:

P, = _:_//cos cos( )dAdA

Reziprozitatsgesetz der Sichtfaktoren:
AiFi; = AjFy
Summationsregel der Sichtfaktoren:
1=Y F; Vie{l,2... N}
j=1
Von einer Oberflache austretende Nettowarmestromdichte:

— (E — F)(E — (E — diag{e})F) " diag{e}oT*
— diag{e}(E — F(E — diag{e})) " (E — F)oT*

mit q = [¢iliz1,.ns € = [iiz1, v, T = [THiz1, n, G = [Giliz1,.. v und

Sichtfaktoren von zwei-dimensionalen Strukturen:

1
// cos( QSZOS )d i da 26” /aisjn(ei,l)—Sin(ei,o)d@i-




Einige Beispiele sind in nachfolgender Tabelle aufgelistet:

T L;
1 - \ g
Fy =5 (Vo + @+ L) + V@ + @ — Ly -
2L; y ) J
(3
_\/y2+<x+L]_Ll)2_ /y2+x2) 2
L;
1

= s (L VP T @=Ly = VP + )

1
FQZEE(@+WQF+x%—¢f+{m+Lﬂﬂ

L.
1 / !

€T
R VYT /

)
y+x yf% L

Stationares Temperaturprofil in einer ebenen Wand:

Jo x5 4
L
Jo x@ d

>
—
Z
=N

T(z)=To+ (T — Tp)

=N

Stationare Warmestromdichte in einer mehrschichtigen, ebenen Wand:

1
q = k<TOO,0 — TOO,L) mlt k — 1 N L. 1
a0 Tl T ag
Stationare Warmestromdichte in einer mehrschichtigen, zylinderformigen Wand:

§(r) = (Tp — T - !

e + Zi:l i 1n<ri—1) + TNQN

N

J/
-~

=k(r)

Vom Radius unabhéngiger, auf die Rohrlange bezogener Warmestrom

o 2m
4= (TF B Too) 1 N 1 T 1
ToQQ + Zi:l X ln<m71) + TNQN

J/
-~

=ko




Stationarer Temperaturverlauf eines Warmetauschers:

To(2) = Ty 4+ 2eeles = Tha) (1 — exp (-( L ! )K(x)))

Cp,hMp + Cp M Cp,hMp, Cp,cMe:

TKI):7L1+Chmh%Thl_7L”<1—+mp(—< SRR )K%ﬂ>)

Cp,hMp + Cp M Cp,hMp, Cp,cMe:

Gesamtwarmestrom des Warmetausers:
Q = mhcp,h(Th,l - Th,2) = mccp,c(TC,Q - Tc,l) = K<L)Aﬂog

mit

AT, — AT,
ATY
AT

Aiog = In

Differenzenquotienten fiir gleichférmie Schrittweiten:

_ yle+ Ax) —y()

1. Ableitung, Vorwartsdifferenz  ¢'(z) = Ao + O(Ax)

1. Ableitung, Riickwértsdifferenz /() = yw) = yA(i = Az) + O(Ax)

1. Ableitung, zentrale Differenz  y/'(z) = ylo + A:v)Q;xy(x — Av) + O(Az?)
(v — Az) = 2y(x) + y(o + Av)

2. Ableitung, zentrale Differenz ¢ (z) = Y + O(Az?)

Ax?

Finite Differenzen Methode fiir 1-dimensionales Warmeleitproblem:

Ata

T =T+ 5T, -2 +T)  j20,i=12.. ,N-1
; . 2Ata ,, ; .
=T+ 5 (1 - TY) j=0

mit den Anfangswerten
T? =Ty(z;) i=0,1,...,N—1

Analogie zwischen elektrischen und thermischen Netzwerken:

Elektrische Grofie Einheit Thermische Grofle Variable Einheit
Potentialdifferenz \Y% Temperaturdifferenz T K

Elektrischer Strom A Q W
Elektrische Ladung C Enthalpie H J
Q R
F C

Warmestrom

Elektrischer Widerstand Thermischer Widerstand K/W
Elektrische Kapazitat J/K

Thermische Kapazitat




Thermischer Widerstand:

AT = RQ
Thermische Kapazitat: .
L Q
T=—
C

Cauer Modell des 1-dimensionalen Warmeleitproblems:

A

. A
Azdpe, Ti(t) = As— (Tia(t) = Tit)) + A (Tin(t) - Tit)), =12,
:VCZ' \,1_/ \/1_/
:Ri—l,i :Ri,i+1
Ax . A
TAPCp To(t) = AA_:L_(Tl (t) — To(t))
—— ——
=Co :ﬁ
Konstanten:
Konstante Wert

Plancksche Konstante
Lichtgeschwindigkeit
Boltzmann Konstante

h=6.626-10"%*]Js
co = 2.998 - 10°ms—!
k=1.381-10"2J/K

2 okt
Stefan-Boltzmann Konstante o = —7T2— =5.67- 107 WK*/m
15 cgh?
Parameter von Luft bei Normzustand:
Parameter Variable Wert
spez. Warmekapazitat Cy 0.718 kJ/(kg K)
spez. Warmekapazitat cp 1.005 kJ/(kg K)
spezifische Gaskonstante Rs=1c¢, —c¢, 287 J/(kgK)
Adiabatenexponent — 1.4
cy

Dichte 00 1.292 kg/m?
Druck Do 101325 Pa
Temperatur 1o 293.15 K

10



