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1. In Abb. 1 ist ein handelsiiblicher Kugelgriller dargestellt. Dabei wird das kugel- 10P.|
formige Grillgut mit Durchmesser d;, Emissivitat e; und Masse m; innerhalb des
kugelformigen Grillers (Durchmesser dy und Emissivitit ) erhitzt. Der Einfluss
des Grillrosts kann fiir die Berechnungen vernachléssigt werden.
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Abbildung 1: Kugelgriller mit Grillgut.

a) Leiten Sie die Sichtfaktoren fiir den Innenraum des Grillers, d.h. fiir dessen 3P|
Schale und das Grillgut her. Dabei konnen der Grillerdeckel und die Feuerschale
als eine homogene Schale betrachtet werden.
Hinweis: Berticksichtigen Sie dabei geschickt die Eigenschaften der Sichtfak-
toren im hier betrachteten radialsymmetrischen Fall.

b) Berechnen Sie die aus dem Grillgut austretende Nettowarmestromdichte. Durch 2P|
die spezielle Beschichtung der Innenwand des Grillers gilt €5 = 1 und vernach-
lassigen Sie weiters die Konvektion.

Hinweis: Die Nettowdrmestromdichten konnen mit der Formel
q = diag{e} (E — F (E — diag{e})) ™' (E — F) 0 T* berechnet werden.

c) Geben Sie die Energieerhaltung fir das Grillgut an. Leiten Sie die Differential- 1P.|
gleichung der Grillguttemperatur 77 mithilfe der kalorischen Zustandsgleichung
de; = ¢,dT1, wobei e; die spezifische innere Energie und ¢, die spezifische War-
mekapazitdt bezeichnet, her.

d) Betrachten Sie die in Abb. 2 dargestellte, kugelférmige Schale des Grillers. 4P.|
Diese besteht aus zwei unterschiedlichen Werkstoffen mit den Warmeleitfahig-
keiten A\; und Ao. Ermitteln Sie den stationdren Temperaturverlauf 7'(r) fir
einen konstanten Warmestrom Qq in radialer Richtung fiir T(re) = Ts.

Hinweis: Unter der Annahme radialsymmetrischer Verhéltnisse folgt die Wér-
meleitgleichung zu pcp% =\ ( Lo (rQa—T».
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Abbildung 2: Schale des Grillers.
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Losung:

a)

b)

d)

Das Grillgut besitzt eine konvexe Oberfliche, daher ergibt sich Fy1 = 0. Weiters

folgt aus Fy1 + Fio = 1 sofort Fio = 1. Die letzten beiden Sichifaktoren folgen

2
aus der Reziprozitit und der verbleibenden Summenregel zu Fy = (ﬁ) und

d2
2
Durch anfingliches Finsetzen von €9 = 1 wvereinfacht sich die Berechnung er-
heblich. Die Nettowdrmestromdichten ergeben sich zu

. P] oe (T} = T3)
q: . prng
a2

2 .
—oey (4) (T = T3)
Die zeitliche Anderung der extensiven inneren Energie folgt aus der kalorischen
Zustandsgleichung zu

_ ar, _ . _
Ei=cmi gt = —qiAr = —qudim
und durch Umformen und Finsetzen des vorherigen Ergebnisses erhdlt man
dn, _ _ dim 4 _
dt — cpma 0-61 (TI T2 ) .

Aus der stationdren Wirmeleitgleichung ldsst sich

9 (20T _ 20T _
5(7’ E)—O—H‘ 5 = C1

ableiten und mittels der Methode der Trennung der Variablen folgt
Gdr = dT und somit T(r) = =% + c,.

Aus der Bedingung ¢o = Q —/\%—f = —A% und durch Einsetzen der Rand-

T 4qmr2 T
bedingung T'(ry) = Ty ergibt sich
T(r)=T,+ 42/\01 (% — %) fiirrg <r <rs
und

T(r)="T(r3) + 4%\2 (% — %) firrs <r <ry.




2. In Abb. 3 ist ein drehbar gelagerter Balken (Trigheitsmoment Gggz um den Dreh- 9P|
punkt A, Lange [, Masse vernachléssighar) abgebildet auf den das Moment 7 wirkt.
Im betrachteten ebenen Beispiel gleitet ein Wiirfel mit der Kantenldnge 2k, dem
Massentragheitsmoment 955)% um den Schwerpunkt S des Wiirfels und der Masse
m reibungsfrei auf diesem Balken. Weiters greift eine parallel zum Balken wirkende
Storkraft F; am Schwerpunkt des Wiirfels an. Am rechten Ende des Balkens ist eine
lineare Feder mit der Federkonstante ¢ und der Nulllinge x, angebracht.

Wiirfel

|~

A 4

<

Abbildung 3: Drehbar gelagerter Balken mit gleitendem Wiirfel.

a) Leiten Sie die Winkelgeschwindigkeit und die translatorische Geschwindigkeit 2 P.|
des Schwerpunkts des Wiirfels in Abhéngigkeit der generalisierten Koordinaten

q= [gp S}T und deren zeitlicher Ableitungen her.

b) Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems in Abhéngigkeit der gene- 1P|
ralisierten Koordinaten q und deren zeitlicher Ableitungen.

¢) Ermitteln Sie die potentielle Energie des Systems. Nehmen Sie dazu an, dass 2P|
die potentielle Energie fiir ¢ = 0 verschwindet.

d) Schreiben Sie die Lagrange-Funktion an. 1P|

e) Leiten Sie mithilfe des Euler-Lagrange-Formalismus die Bewegungsgleichungen 3P|
des Systems her.



Losung:

a) Der Ortsvektor vom Koordinatenursprung zum Schwerpunkt des Wiirfels xy

folgt zu
_ |scos(p)
| ssin(yp)
und somit die translatorische Geschwindigkeit vy, zu
Vi — ix _|$cos(p) — ssin(p)@
W= @™ T |ssin(e) + scos(p)g
bzw. ergibt sich fiir die Winkelgeschwindigkeit des Wiirfels wy = ¢.

b) Die kinetische Energie ergibt sich unter Vernachlissigung der Masse des Bal-
kens zu

(93 ) 00 ) &+ ;mva,vw = ; (652, +65.) ¢* + ;m (52 + 5%?) .

c¢) Fir die potentielle Energie der Feder Vi ist die Linge der Feder zu bestimmen.
Dazu wird der Ortsvektor xgp vom unteren zum oberen Aufhdngungspunkt der
Feder bendtigt. Dieser resultiert zu

= e T

und somit folgt die potentielle Energie der Feder zu

1
Vi = §C(|XF’ — x0)2

mit |xp| = \/XFxp. Die potentielle Energie Vi zufolge der Gravitation berech-
net sich zu Vg = mgssin(p) und weiters die gesamte potentielle Energie zu
V=Vo+Vp—Vp(p=0).
d) Die Lagrangefunktion L ergibt sich zu
o o 1 (S .9 1 ) 2.9 .
L=T-V = 5 («9322 QWZZ)QO +§m<s + 579 ) — mgssin(y)

1 1
_ §c(|XF| — xo)2 + ic(h —k— x0)2 .

e) Euler-Lagrange-Formalismus:

d(OLYT_(on\T _,
dt \ 9q oq)
Die einzelnen Ableitungen folgen zu
g 87‘[/ T_ <‘9Bzz+9sz+m8)¢+2mSSgb
dt \oq /) ms
und
T . . T
<5L> _ | —mgscos(p) — c(|xr| — o) |X1 ‘XF {k’ cos(p) — Lsin(yp) ksin(p) + %cos(gp)}
dq ms* — mgsin(p)

Der Vektor der generalisierten Koordinaten Q folgt zu

a=17)



3. In diesem Beispiel wird die hydraulische Presse aus Abb. 4 betrachtet. Diese besteht
aus einer Olkammer mit dem Ausgangsvolumen Vj (fiir s = 0 und s = 0) und zwei
beweglichen Kolben mit den Massen m; und ms, den Querschnittsflichen A; > A,

und den Auslenkungen s; und s,. Auf die Kolben wirken die externen Krafte F}
und Fs.
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Abbildung 4: Hydraulische Presse.

Es gelten die Annahmen:

e Die Druck- und Temperaturverteilung in der Olkammer ist homogen. Die Ol-

temperatur 7" ist konstant.

Es treten keine Leckagen in den Kolbendichtungen auf. Allerdings tritt auf-
grund von Reibung eine geschwindigkeitsproportionale Dampfung mit den po-
sitiven Dampfungskoeffizienten d; bzw. dsy auf.

Die vergleichsweise geringe Gewichtskraft der Kolben wird in Anbetracht der
hohen Prozesskrafte vernachlassigt. Weiters wird der Umgebungsdruck nahe-
rungsweise mit Null angenommen.

Die Konstitutivgleichung fiir das Ol lautet p(p) = py exp (%) mit der Dich-

te p und dem Druck p des Ols, wobei 3 den konstanten Kompressionsmodul
des Ols und py die Dichte des Ols beim Normdruck p, bezeichnet. Geben Sie
die Massenerhaltung fiir die Olkammer an und leiten Sie mithilfe der Konsti-
tutivgleichung die Differentialgleichung fiir den Oldruck p her.

Der Kolben 1 driickt von oben auf das zu pressende, ebene Werkstiick. Dieses
reagiert mit einer zur Dickendnderung proportionalen Riickstellkraft in der
Form F; = Fr = cs; mit dem positiven Steifigkeitskoeffizienten c. Geben Sie
die Impulserhaltung fiir die beiden Kolben an.

Hinweis: Am Kolben 2 wirkt weiterhin die allgemeine Kraft F5.

Das System kann fiir die Zustandsraumdarstellung in der Form % = f(x,u) =

T

g(x)+bu mit dem Zustand x = [51 V] S9 Uy p} und dem Eingang u = Fj
angegeben werden. Dabei bezeichnen v, und v, die jeweiligen Kolbengeschwin-
digkeiten. Geben Sie die vektorwertige Funktion g(x) und den Eingangsvek-
tor b an.

Bestimmen Sie das Kraftiibersetzungsverhéltnis i = Fy/F, der hydraulischen
Presse im stationaren Fall. Die Kraft F5 wird nun mithilfe einer elektromecha-
nischen Vorrichtung eingepragt. Ein Elektromotor verdreht eine Scheibe, an
der im Abstand R vom Drehpunkt eine masselose Stange drehbar anbracht ist,
sieche Abb. 4. Es werden nur kleine Auslenkungen der Scheibe betrachtet. Der
Motor besitzt das maximale Drehmoment 7,,,,. Bestimmen Sie die maximal
mogliche stationdre Dickenanderung s ,,q, des Werkstiicks.
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Losung:
a) Das Volumen der Olkammer kann mit
V =Vo+ 5141 — 594y

angegeben werden. Aus der Massenerhaltung

d .
m=—(pV)=pV +pV =0
dt
folgt
_ v
Vv

und aus der Konstitutivgleichung des Ols folgt

. p—po\ L.
p = poexp —p.

B )B

p
Gleichsetzen und Umformen liefert die Differenzialgleichung
% Agdy — A1éy

b= _ﬁv - Vo + 5141 — s24s

fiir den Oldruck p.
b) Die Impulserhaltung fiir beide Kolben lautet

m18; = pA; — Fi — di$1 = pAy — sy — di$y
771252 = —pAQ + FQ - d252 .

¢) Die vorhergehenden Differenzialgleichungen lassen sich als Differentialgleichungs-
system 1. Ordnung in der Form

8.1 U1 0
. 1
U1 my (pA1 — cs1 — divy) 0
X=|S9| = Vg +10[u
; 1 1
U2 " (—pAg — dyvo) ma
D 6 Agva—Ajv; 0
Vo+s1Ar—s2Ao
g(x) b

zusammenfassen.

d) Im stationdren Fall gilt

o Fl,stat o F2,stat

Pstat = A, Ay
und damit fir das Kraftibersetzungsverhdaltnis
i — A
F, Ay

Der Motor bt die Kraft Fo = 4 aus. Die mazimal mogliche stationdre Dicken-
anderung folgt zu

s o Tmax Al 1
1,max — VR
’ R AQC




4. Im folgenden Beispiel wird die Wasserversorgung eines Hochhauses betrachtet. Auf 7P.|

dem Dach befindet sich ein Wassertank mit der Querschnittsfliche Ar. Das Was-
ser (Dichte p) wird durch ein Rohr mit konstanter Querschnittsfliche Ar zu den
Ausléufen transportiert. Diese konnen mittels eines Absperrhahns entweder ganz
geoffnet oder ganz verschlossen werden und sind mittels eines Flansches mit dem
Rohr verbunden. Die Auslaufe wirken als scharfkantige Drossel mit dem Drossel-
querschnitt Ap und spritzen das Wasser in die Umgebung ab. Der Wassertank kann
mittels einer Versorgungsleitung mit dem Volumenstrom g;, aufgefiillt werden.

Im Gebaudeinneren sowie im Tank herrscht der Umgebungsdruck py. Die Erdbe-
schleunigung ¢ wirkt in negativer z-Richtung. Der Volumenstrom ¢qp durch eine
Drossel kann mittels

2
qp = OZAD\/;Vle — Pb2 ,

mit dem Kontraktionskoeffizienten o sowie dem Druck pp; vor der Drossel und pps
nach der Drossel, bestimmt werden.

Annahmen:

- Die auftretenden Stromungen werden als stationar, inkompressibel und reibungs-
frei (nicht-viskos) angenommen, d.h. die Dichte p und die Geschwindigkeit v sind
nicht von der Zeit abhangig.

- Die Umlenkung im Rohr erfolgt verlustfrei.

Gegeben: Ay, Ag, Ap,a, H, p, g, pu
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Abbildung 5: Wassertank auf einem Hochhaus.



Fur die Unterpunkte 4a und 4b gilt, dass alle Absperrhahne geschlossen sind, kein
Zulauf erfolgt (g, = 0) und der Fillstand h bekannt ist:

a)

b)

Bestimmen Sie den Druckverlauf p(z) im Inneren des Rohres bzw. Tanks (ent-
lang der rot strichpunktierten Linie) fiir 0 < z < H + h. Stellen Sie dazu
die Bernoulli-Gleichung entlang einer geeignet gewahlten Stromungslinie auf.
Skizzieren Sie den Verlauf von p(z) und beschriften Sie markante Punkte.

Bestimmen Sie die Haltekraft Fr;, welche von der Flanschverbindung des un-
tersten Auslaufs aufzubringen ist.
Hinweis: Vernachlassigen Sie das Gewicht des Auslaufs und des Wassers darin.

Fir die Unterpunkte 4c bis 4d gilt, dass nur der unterste Absperrhahn offen ist.
Weiters erfolgt nun ein Wasserzulauf mit dem konstanten Volumenstrom ¢;,,:

c)

Nehmen Sie an, der aus der Drossel austretende Volumenstrom betragt ¢y (t).
Bestimmen Sie die Austrittsgeschwindigkeit vp(t) an der Drossel, die Flie3ge-
schwindigkeit vg(t) im Rohr, sowie eine Differentialgleichung zur Bestimmung

der Fillstandshohe h(t).

Bestimmen Sie die sich einstellende, stationare Fiillstandshohe hg(g;,) als Funk-
tion des konstanten Zulaufvolumenstroms ¢;,,. Berechnen Sie als Zwischengrofie
den Druck pg vor der Drossel.

Hinweis: Es kann angenommen werden, dass Ap > Agr > Ap gilt und dass
der Zulaufstrom ausreichend grof ist, damit immer h > 0 gilt.

2P|

1P|

1P|

3P|



Losung:

a) Das Wasser ruht, alle Fliegeschwindigkeiten sind Null. Die Bernoulli-Gleichung
fuir eine Stromungslinie von der Wasseroberfliche bis zur Hohe z lautet

0? 02 z
—+p—U+g(H+h)=—+M+gz
2 p 2 p

und damit folgt der Druckverlauf zu
p(z) =pu+pg(H+h—2z).

b) Vor dem Absperrhahn herrscht im Rohr der Druck p(0). Auferhalb gilt der
Umgebungsdruck py. Die Gleichgewichtsbedingung lautet

p(0)Ar —puAr+ Frp =0

und liefert die Haltekraft Frpp = —pg(H + h)Ag.
c) Aus der Massenerhaltung folgt die Differentialgleichung

:]flth(t) = ATT (qm - qout<t))

fur die Fillstandshohe h sowie die Fliefsgeschwindigkeit

— Gout (t)
Ar

vR(t)
im Rohr und die Ausflussgeschwindigkeit

_ Gout <t>

vp(t) A,

der Drossel.

d) Im stationaren Fall sind der Zufluss- und der Ausfluss-Volumenstrom gleich,
Gout = Gin- Nach der Drossel herrscht der Umgebungsdruck py. Der Druck pgr
vor der Drossel errechnet sich mit der Durchflussgleichung der Drossel zu

2
Qin p
= S +ou.
PR (OéAD) 2 bu

Die Bernoulli-Gleichung fiir eine Stromungslinie von der Wasseroberfliche bis
vor die Drossel lautet

U2 U2
2 p 2 p
~—

~0

Finsetzen des Drucks pr und der Fliefgeschwindigkeit vg = ¢;n/Ar liefert die
stationdre Fiillstandshohe

2

q; 1 1

he=din (2 4 = ) _ g,
o 2g (A%+oz2A%>
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