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1. In einer um die z-Achse drehbar gelagerten parabelférmigen Schale befinde sich eine 9P|
Kugel (Masse my). Diese Schalenform wird durch (p > 0)

z = p(a® +17) fir 0 <z < H an der Innenwand,
z=p(x® +y* —d) fir —d <z < H an der Aulenwand

beschrieben, die Dicke der Schale sei d, die Hohe (in z-Richtung) H und ihre Masse
mg (homogene Dichte). Die Schwerkraft wirkt in negativer z-Richtung. Die Schale
kann reibungsfrei um die z-Achse rotieren. Die Kugel sei mit der (masselosen) griin
gezeichneten Fihrungsschiene an einem bestimmten Winkel an der Schale im Be-
reich ¢ < z < H, € > 0, fixiert. Wird nun die Kugel als Punktmasse angenommen,
ergeben sich die generalisierten Koordinaten h und ¢, wie in Abbildung 1 dargestellt,
fiir dieses System.

Abbildung 1: Parabolische Schale mit Punktmasse.

a) Berechnen Sie das Massentragheitsmoment 6,, der Schale um die z-Achse. 3.0P,|
Hinweis: Zylinderkoordinaten y = rsin ¢, x = r cos ¢

b) Stellen Sie den Ortsvektor rx vom Ursprung des in Abbildung 1 eingezeichneten 1.5P.|
Koordinatensystems zur Kugel als Funktion der generalisierten Koordinaten h
und ¢ auf und bestimmen sie dessen Geschwindigkeit.

c¢) Berechnen Sie die kinetische, sowie die potentielle Energie der Kugel und der 2.0P.|
Schale. Geben Sie weiters die Lagrange-Funktion des Systems an.

d) Ermitteln Sie mithilfe der Euler-Lagrange Gleichungen die Bewegungsgleichun- 2.5 P.|
gen und die stationare Winkelgeschwindigkeit ¢ der Kugel fiir konstante Hohe
h.

Hinweis: Die Teilaufgabe 1a) ist unabhangig von den Teilaufgaben 1b) - 1d) l6sbar.
Setzen Sie das Ergebnis aus 1a) nicht in die nachfolgenden Teile ein.



Losung:

a) Radius der Innen- bzw. Auflenwand in Abhdngigkeit von z
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2. Betrachtet wird die in Abb. 2 dargestellte Pflanzen-Bewésserungsanlage. Das Fluid 10P.|
mit der Dichte p wird iiber mehrere Hauptleitungen mit Innendurchmesser D und
den Langen L;, mit i € {1,2,3} verteilt und tber die Nebenleitungen mit Innen-
durchmesser d und den Langen [;, j € {1,2} den Pflanzen zugefiihrt. Die Diisen
werden als scharfkantige Drosseln mit dem Querschnitt der vena contracta A, mo-
delliert. Der den Pflanzen zugefiihrte Volumenstrom soll ¢; bzw. ¢ betragen. Der
Versorgungsdruck pp der Anlage wird tiber einen Druckregler eingestellt. Es herrscht
Umgebungsdruck py und die Erdbeschleunigung ¢g wirkt in negativer z-Richtung.
Die Stromungen werden als stationdr, inkompressibel und (zunéchst) reibungsfrei
betrachtet. Die Umlenkungen in den Leitungen bzw. an den T-Stiicken werden ver-
lustfrei angenommen.

Gegeben: Lla L27 L3a Dv lla da h1> h2 «, g1, g2, Ava Po, G, P, N
Unbekannt: pp, [
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Abbildung 2: Bewésserungsanlage.

a) Bestimmen Sie die Driicke p; und Eintrittsgeschwindigkeiten v; des Fluids an 1.0 P.|
der Diise fir die vorgegebenen Volumenstréme ¢;, j € {1,2}.

Im Folgenden sollen die Druckverluste in den Leitungen iiber die empirische Darcy-
Weisbach Beziehung
v? 1

Ap, = p—A=
mit der mittleren Stromungsgeschwindigkeit v, der Rohrlange [, dem Rohrdurch-
messer d und der Rohrreibungszahl A\ = 64/Re beriicksichtigt werden. Fir laminare
Stromung ist die Reynolds-Zahl durch Re = %i mit der dynamischen Viskositat des
Fluids n gegeben.

b) Berechnen Sie die Druckverluste Ap, aufgrund von Rohrreibung in den einzel- 2.0P.|
nen Leitungsstiicken (Hauptleitung 1,2,3, Nebenleitung 1,2).
Hinweis: Berechnen Sie zuerst allgemein einen vereinfachten Ausdruck fiir
Ap,.

¢) Ermitteln Sie den einzustellenden Versorgungsdruck pp sowie die Leitungslange 4.0 P.|
l5, damit die vorgegebenen Volumenstrome g¢;, j € {1,2} eingehalten werden
konnen. Berticksichtigen Sie die Rohrreibungsverluste indem Sie die Bernoulli-
Gleichung an entsprechender Stelle um die Druckverlustterme Ap, erweitern.
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d) Maximaler Druck in der Bewésserungsanlage

i. Nehmen Sie zunédchst an, dass alle Diisen geschlossen sind, dh. ¢ = ¢ = 1.0P/|
0. Der Druck am Druckregler sei pp. An welcher Stelle der in Abb. 2
skizzierten Bewédsserungsanlage tritt der maximale Druck auf, und wie grof3
ist dieser ?

ii. Andern sich die Verhiltnisse wenn ¢; = 0, g2 # 0?7 Wenn ja, wo tritt der 2.0P.|
maximale Druck auf, wie grof§ ist dieser bzw. welche Fallunterscheidung
muss getroffen werden?

Hinweis: Bereits ermittelte und angeschriebene Zwischenergebnisse miissen nicht
zwingend in Folgeausdriicke eingesetzt werden.



Losung:
a) Geschwindigkeiten aus Massenerhaltung:

. d2
G it Ad:T7T und j € {1,2}.

4;
Uj —

- 3 Vy,j = 9
Ad 7 Av
Driicke aus stationdrer Bernoulli-Gleichung:

P1=DPo + g (05,1 - U%) P2 = Ppo + g (Ug,z - U%)

b) Druckverluste in den Rohrleitungen:

32vln
Apv - 2
bzw.
32vg1 Lan 32vgraLan 32vg3Lan
Apy 1 = D Apy, 2 = D2 Apy, s = D2
32uv1ln 32u5lam
Apv,Nl = 72 Apv,NQ = a2
mit
A+ q2) Ao —0 R Ao
UH S e Um= g Um =0 = on v o

c) Aus stationdrer Bernoulli-Gleichung zwischen Druckregler und Diise 1 folgt

pp=pi+ g (vF = Vi) + phug + Apun + Apum

bzw. zwischen Druckregler und Diise 2

d? p .
ly = 32037 <pD —p2+ 5 (U%n - v%) — p(hy — Losina) g — Apy 1 — Ap’u,HQ)

d) 1. Mazimaler Druck in Hauptleitung 3/Abschluss

PB = Pu3 = pp + pgLlosina

ii. Mazimaler Druck herrscht entweder in Hauptleitung 3/Abschluss oder am
Druckregler. Aus der entsprechenden stationdren Bernoulli-Gleichung folgt

pp — PB = Apy a1 + Apynz — pgLlosina — gv?ﬂ

X
und damit die Fallunterscheidung:
pp >pp fir x>0

pp <pp fir x <0
pp=pp fir x =0



3. Die Sonne kann als eine strahlende Kugel mit dem Radius rg und den Strahlungs- 5P|
eigenschaften eines schwarzen Korpers betrachtet werden. Der mittlere Abstand
zwischen Sonne und Erde betrégt lsg. Als Solarkonstante Ej bezeichnet man die
Strahlungsleistung pro m? auf eine Fliche am duBersten Rand der Erdatmosphére
mit senkrecht einfallender Strahlung.
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Abbildung 3: Sonnenabstrahlung und Erwérmung eines Rohres.

a) Berechnen Sie die totale Ausstrahlung Jg sowie die Oberflichentemperatur Ts 2.0 P.|
der Sonne als Funktion der Solarkonstanten FEj.

Die von der Sonne auf die Erde senkrecht eintretende Einstrahlung G erwérmt
ein mit ruhendem Fluid gefiilltes, dinnwandiges Rohr (Radius r, Lénge [, Tem-
peratur Tg). Das Rohr gibt seine Wérme in Form von Strahlung (Emissivitat eg)
und Konvektion (Wérmeiibergangskoeffizient ) an die Umgebung mit der Um-
gebungstemperatur 7y, ab. Zudem wird dem Rohr durch Warmeleitung tiber den
Boden (Bodentemperatur T o, Wérmetibergangskoeffizient o) Warme entzogen.

b) Geben Sie die Bestimmungsgleichungen fiir die Warmestromdichten der einzel- 1.5P.|
nen Wérmeiibertragungsarten an.

¢) Ermitteln Sie eine Bestimmungsgleichung fiir die Oberflichentemperatur des 1.5P.|
Rohres Ty (=Temperatur des Fluids) fiir den stationdren Fall. Bilanzieren Sie
dazu iiber alle Warmestrome () im System.
Hinweis: Aufgrund von [ > r konnen die Warmestrome an den Stirnflachen
des Rohres vernachlassigt werden. Die Bestimmungsgleichung muss nicht ex-
plizit nach der Rohrtemperatur Tz aufgelost werden.



Losung:

a) Totale Ausstrahlung und Oberfidchentemperatur:

1
. 4 (7“5 + lSE)2 . EO (7’5 + ZSE)2 (4>
Js=FEo— 5 Ts=\—_3
e org
b) Wirmestromdichten:
Austrahlung : GAustr = € RaTé
Konvektion : dxonv = v (Tr — Tu,00)
Leitung : dreit = @B (Tr — T o)
c) Aus
QEinstr = 0y / GE sin QOdA = €R2TZGE
QAustr = QAustrTWl
QKOI’IV = C_.IKonvlr‘ﬂ-l
QLeit - QLeitTﬂ-l
und

Q =0= QEinstr - QAustr - QKonv - QLeit
folgt die Bestimmungsgleichung fir die Rohrtemperatur Tr zu

0=2egGp—m (ERUT;% +ay (Tg —Tyeo) + ap (T — TB,oo)) -



4. Die Methode der “schwingenden Kugel” erlaubt es den Adiabatenkoeffizienten x 8P.|

von idealen Gasen zu bestimmen. Die Funktionsweise ist in Abbildung 4 skizziert.
Am oberen Ende eines mit Gas gefiillten Gefafles ist ein Prézisionsrohr mit exakt
konstantem Innendurchmesser d angebracht. In dem Glasrohr befindet sich eine
Metallkugel mit demselben Durchmesser, die auf dem Gaspolster des Gases mit
dem Volumen V und dem Druck p sitzt und dieses Gas nach auflen dicht abschlief3t,
auch wenn sich die Kugel in dem Glasrohr bewegt. Nach oben ist das Glasrohr offen
und mit der Luftatmosphére vom Druck p, verbunden.

Lasst man die Kugel der Masse mg in das Prazisionsrohr fallen, so schwingt sie auf
dem Luftpolster periodisch mit der Periodendauer 7 auf und ab. Da nur wenig Zeit
fir einen Warmetausch mit der Umgebung zur Verfiigung steht, wird der Prozess
als adiabatisch und reversibel (also isentrop) angesehen.
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Abbildung 4: Schwingende Kugel der Masse my auf einem Gaspolster.

a) Berechnen Sie den Druck py fiir die Ruhelage der Kugel z = 2y = 0. 1.0P,|
b) Geben Sie den Gasdruck p(¢) in Abhédngigkeit des Volumens V'(¢) fur eine 2.0P.|

isentrope Zustandsanderung an. Entwickeln Sie das Ergebnis in eine Reihe um
die Ruhelage gegeben durch V' = V[ und p = py bis zum linearen Glied. Geben
Sie weiters eine Funktion fir V(¢) abhangig von x(t) an.

c) Geben Sie die auf die Kugel wirkenden Kréafte (Reibungskréfte zwischen Kugel 2.0P.|
und Rohr kénnen vernachldssigt werden) an und bestimmen Sie mithilfe der

Impulserhaltung die Bewegungsgleichung. Setzen Sie die lineare Naherung aus
Aufgabe 4b) ein.

d) Losen Sie die Differentialgleichung fiir z(0) = x4 und geben Sie eine Gleichung 2.0 P.|
fir die Kugelposition z(t) an. Geben Sie die Periodendauer 7 der Schwingung
an und erkldaren Sie, wie Sie damit den Adiabatenkoeffizienten x fiir das Gas
bestimmen koénnen.
Hinweis: Losungsansatz x(t) = A cos(wt).

e) Geben Sie die Gleichungen fiir die zeitlichen Verldufe des Gasdrucks p(t) und 1.0P.|
der Gastemperatur T'(¢) an. Der Druck und die Temperatur fiir die Ruhelage
xo = 0 sind pg bzw. Tj.



Losung:
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