AUTOMATION & CONTROL INSTITUTE VU Modellbildung
A ' INSTITUT FUR AUTOMATISIERUNGS- - : :
& REGELUNGSTECHNIK Beispiele zu Kapitel 2: Mechanische Systeme

1.) Gegeben ist die in Abbildung 1 dargestellte Werbetafel mit der Masse m. Die Werbe-
tafel ist mittels zwei Seilen S; und S5 an einer Wand befestigt. Auflerdem wird sie von
dem Gelenk G sowie dem Stab S senkrecht zur Wand gehalten.

Abbildung 1: Werbetafel.

e Wie grofl sind die auftretenden Krafte im Gelenk f;, im Stab fg, sowie in den
beiden Seilen fg; und fgo.

Losung:
Die Komponenten der Krifte sind in ihre jeweilige Koordinatenrichtung positiv definiert.
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2.) Gegeben ist das mechanische System von Abbildung 2. An einem von zwei linearen
Federn gehaltenen, drehbar gelagerten homogenen Balken (Masse my, Breite by, Dicke h;)
ist ein Pendelstab (Masse my, Breite by, Dicke hy) befestigt. Die Federn sind fiir ¢; = 0
entspannt. Der reibungsfrei gelagerte Pendelstab sei homogen und quaderférmig mit der
Lange Is.

Abbildung 2: Balken mit Pendel.

e Stellen Sie die potentielle und kinetische Energie fiir das Pendel und fiir den Balken
auf. Vernachlassigen Sie hierfiir die Bewegung der Federn in e,-Richtung sowie die
Verschiebung des Pendelstabs zufolge seiner Aufhdngung.

e Berechnen Sie die Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichungen.

Losung:
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich zu
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3.) Gegeben ist der Starrkoérper laut Abbildung 3 mit drei homogenen Kugeln mit der
Dichte pg und dem Radius 7, die durch drei homogene Zylinder mit der Dichte pz, dem
Radius rz und der Léange [z verbunden sind. Der Starrkorper ist im Koordinatenursprung
0 drehbar um die e,-Achse gelagert. Fiir die folgenden Aufgaben kann die Kriimmung der
Begrenzungsflachen der Zylinder zufolge der Kugeloberfldche vernachléssigt werden.

Abbildung 3: Drehbar gelagerter Starrkorper.

e Berechnen Sie das Trégheitsmoment des Starrkorpers beziiglich der e.-Achse im
Koordinatenursprung.

e Geben Sie den Bereich fiir den Winkel ¢, an, in dem der Starrkérper unter Bertick-
sichtigung des maximalen Losbrechmoments zufolge der Lagerreibung 74 verharrt.

Losung:
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4.) Gegeben sei die in Abbildung 4 dargestellte Anordnung eines masselosen, starren
Pendels der Lange [, an dessen unterem Ende ein Balken befestigt sei. Der Balken habe
die Masse mp und das Triagheitsmoment 6(3) beziiglich seines Schwerpunkts S. An einem
Ende des Balkens sei weiters eine Punktmasse m im Abstand s vom Schwerpunkt befestigt.
Die Anordnung sei so konstruiert, dass sie sich nur innerhalb der (zy)-Ebene bewegen
kann.

Sy

Abbildung 4: Schaukel.

e Bestimmen Sie die Ortsvektoren vom Ursprung des Kooridnatensystems 0 zum
Schwerpunkt S sowie zur Punktmasse m. Verwenden Sie hierzu die Teilstrecken
21 und x4 fiir die z-Komponente und gehen Sie analog fiir die y-Komponente vor.

e Stellen Sie die potentielle und kinetische Energie fiir den Balken und fiir die Kugel
in Abhéngigkeit der Winkel o und g auf.

e Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems mit Hilfe des Euler-Lagrange-
Formalismus. Verwenden Sie hierzu die generalisierten Koordinaten o und f.

Losung:
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5.) Ein Ball der Masse mp wird mit einer Schleuder abgeschossen. Dazu wird er in eine
Halterung mit der Masse my gelegt, welche mit 2 identischen, linearen Federn mit der
Federkraft fg, = c(s,—$0), n = 1,2 an einer Vorrichtung befestigt ist, siehe Abbildung 5.
Wird die Halterung um die Lénge [ ausgelenkt und anschliefend losgelassen, beschleunigt
der Ball und die Halterung zufolge der Kontraktion der Federn. Nehmen Sie an, dass sich
der Ball genau zu dem Zeitpunkt aus der Halterung 16st, wenn die Federn ihre entspannte
Lange sg erreichen und die Geschwindigkeit des Balls ein Maximum annimmt.

e Berechnen Sie die Geschwindigkeit vy der Masse mp zum Zeitpunkt der Ballabga-
be, wenn die Federn ihre entspannte Lange sg erreichen. Nehmen Sie an, dass die
gesamte in den Federn gespeicherte potentielle Energie in kinetische Energie der
Massen umgewandelt wird.
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Abbildung 5: Schleuder mit Ball.

Als Néchstes wird die Flugbahn des Balls betrachtet, nachdem dieser mit der Schleuder
abgeschossen worden ist. Die Flugkurve des Balls kann unter Annahme verschwindender
Luftreibung durch die bekannten Gleichungen

x(t) = vg cos(a)t
2
z(t) = —th + vosin(a)t + h

beschrieben werden. Wie in Abbildung 6 dargestellt, wird die Kugel aus einer Hohe h
gegentiber dem Erdboden und mit dem Winkel a sowie der in der vorherigen Aufga-
be berechneten Geschwindigkeit vy abgeschossen. Aulerdem steigt der Boden mit dem
Winkel ¢ an und es befindet sich im Abstand xy, eine Wand der Hohe w, deren Dicke
vernachléssigt werden kann.

e In welchen Intervall [xy 1, zyweo] kann der Abstand zy gewdhlt werden, damit der
Ball unter den gegebenen Abschussbedingungen iiber das Hindernis fliegt?

e Wie grof§ ist die Differenz der kinetischen Energie des Balls zwischen dem Abschuss
zum Zeitpunkt £y und dem Aufprall am Boden zum Zeitpunkt ¢;7

Losung:
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Abbildung 6: Wurfbahn auf schiefer Ebene mit Hindernis.
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e Oberkante Wand:
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Einsetzen Wurfgleichungen:
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e Zeitpunkt des Aufpralls:
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