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1. In Abbildung 1 ist vereinfacht eine schwimmende Bohrinsel mit einem Foérderturm 9P|
dargestellt. Die Plattform mit der Masse mp ist ausreichend am Grund des Meeres
verankert, wodurch eine Bewegung ausschlieflich in vertikaler Richtung angenom-
men wird. Aufgrund der Wellenbewegung und der Auftriebskraft tritt im Schwer-
punkt Sp eine externe Kraft Fy, auf.

Der Forderturm besitzt die Masse my und das Tragheitsmoment O beziiglich des
Schwerpunkts S7. Der Turm ist weiters wie dargestellt sowohl iiber eine translatori-
sche als auch eine rotatorische Feder mit den Steifigkeiten c, und ¢, an der Plattform
montiert. Die beiden Federn sind jeweils fiir z = 0 und ¢ = 0 entspannt.
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Abbildung 1: Bohrinsel mit Turm.

a) Wie viele Freiheitsgrade besitzt dieses System? Wahlen Sie dementsprechend 1P|
einen geeigneten Vektor q der generalisierten Koordinaten.

b) Geben Sie die Ortsvektoren rp und ry der Schwerpunkte Sp und Sr sowie 2P|
deren Geschwindigkeiten rp und 17 an.

c¢) Berechnen Sie die kinetische Energie des Systems in Abhangigkeit der genera- 2P.|
lisierten Koordinaten q und deren Zeitableitungen q.

d) Bestimmen Sie die potentielle Energie der Plattform und des Turms sowie der 2P|
vorhandenen Federn. Wéhlen Sie dabei den Meeresboden y = 0 als Bezugs-
punkt.

e) Geben Sie die Lagrange-Funktion fir dieses System an. Wie lauten die Euler- 2P|
Lagrange-Gleichungen, die Sie auswerten miissten, um auf die Bewegungsglei-
chungen zu kommen?



Losung:

a) Das System besitzt 8 Freiheitsgrade.

T
a=lr y ¢
b)
i 0 e | T [sinp
Pyl T ly+lcosy
.10 .|z —=lpcosy
e M e [?Jﬂsbsin@]
c) kinetische Energie:
translatorisch:
1 1
Tp = §mpi~£fp = 5mpy?
I .. 1 . . . .
TT = §mTI'¥I‘T = §mT ((l’ — lgO COS 30)2 + (y — l(,O Sin QD))
1
= Smr (4% + 97 — 21 (& cos  + Y sing) + 1°¢?)
rotatorisch:
L. .
TR = §@T802

=T=Tp+Tr+1Tr
d) potentielle Energie:

Plattform und Turm:

Vp =mpgy
Vi = mqpg (y + lcos p)

Federn:

1 1
Ve = chxQ + §c¢g02

=V = VP -+ VT -+ VF
e) Lagrange-Funktion: L =T —V

generalisierten Krifte: T = [O FW]
Fuler-Lagrange-Gleichungen:



2. Ein Skifahrer fahrt wie in Abbildung 2 dargestellt mit der Geschwindigkeit v, iiber
eine Kuppe mit dem Radius R. Die Masse m des Skifahrers soll konzentriert im
Schwerpunkt in einer Hohe h iiber der Schneeoberfliche vorausgesetzt werden.
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Abbildung 2: Skifahrer mit Kuppe.

a) Wie lautet der Zusammenhang zwischen den Basisvektoren e, und e, des Po-
larkoordinatensystems und den Basisvektoren e, und e, des kartesischen Ko-
ordinatensystems?

b) Geben Sie den Ortsvektor r(¢) des Skifahrers in Polarkoordinaten in Kompo-
nentenschreibweise an.

c¢) Berechnen Sie aus dem Ortsvektor allgemein die Geschwindigkeit und die Be-
schleunigung und geben Sie diese ebenfalls in Polarkoordinaten an. Berticksich-
tigen Sie dabei einen zeitabhangigen Radius R'(t) = R + h(t).

d) Wie lautet der Term der Zentripetalbeschleunigung? Welcher Term kann der
Corioliskraft zugeordnet werden?
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Losung:

e, = sin pe, + cos e,

e, = Cos pe, — sin e,
r(t) = (R+ h(t)) e, = Re,

v(t) = R'e, + R'¢e,
a(t) = (R’ — R’ng) e, + (R’gb + QR’gb) e,

d) Zentripedalbeschleunigung: —R'(?
Term der Corioliskraft: 2R'¢



3. In diesem Beispiel wird eine Wasserstrahlpumpe betrachtet, welche aus 2 Rohren 8P.|
sowie einem Behalter besteht, siche Abbildung 3. Im Rohr mit dem Querschnitt A
befindet sich ein zweites Rohr mit dem Querschnitt (1 —n)A, das in einen groBen
Behilter eingetaucht ist. Durch das grofiere Rohr fliefit Flissigkeit mit der Dich-
te p und der Geschwindigkeit v, am Querschnitt 2. Dieser Strom fithrt dazu, dass
Fliissigkeit mit der selben Dichte p jedoch mit unterschiedlicher Geschwindigkeit vy,
iiber das innere Rohr aus dem Behélter angesaugt wird. Die Grofle h definiert den
Abstand zwischen der Oberfliche des Fluids im Behélter sowie der Symmetrieachse
des grofien Rohres und ist konstant. Bis zum Rohrende (Querschnitt 1) hat sich
wieder ein homogenes Geschwindigkeitsprofil ausgebildet. Der Umgebungsdruck ist
mit p,, gegeben und das Schwerefeld wird durch die Grofle g reprasentiert. Das
Problem kann als zweidimensional, stationar, reibungsfrei und inkompressibel an-
gesehen werden und die Haltekraft am Rohr ist nicht zu beriicksichtigen.

Gegeben: A, n, h, p, poo, g
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Abbildung 3: Wasserstrahlpumpe.

a) Bestimmen Sie mittels der Massenbilanz die Geschwindigkeit v, in Abhéngig- 1P|
keit der beiden Geschwindigkeiten v, und vy.

b) Geben Sie die stationdre Impulsbilanz fiir das eingezeichnete Kontrollvolumen 2 P.|
KV an und berechnen Sie die Druckdifferenz p,, —ps in Abhéangigkeit der beiden
Geschwindigkeiten v, und vy.

Hinweis: Am Querschnitt 1 herrscht Umgebungsdruck.

¢) Geben Sie die stationdre Bernoulli-Gleichung fur die Stromlinie von 3 nach 2 2P|
an und berechnen Sie die Druckdifferenz p., — ps.

d) Bestimmen Sie unter Berticksichtigung der vorhergehenden Ergebnisse die Ge- 3P|
schwindigkeit v, in Abhéngigkeit von v,. Wéahlen Sie hierbei eine sinnvolle
Losung aus. Welchen Wertebereich darf der Parameter n annehmen und wie
lautet die Losung fiir den Fall v, = 0.

Hinweis: Es soll v, > v, > 0 gelten?



Losung:

a)

b)

d)

Die instationdre Massenerhaltung lautet:

8/ pdV+/ pv-ndS = 0.
ot Jy) oV(t)

Fiir das vorliegende Problem lautet die stationdre Massenerhaltung wie folgt

/ v-ndS =0
v
VA —vgnA—u(1—n)A=0

Ve = Ugn + (1 — n).

Instationdre Impulserhaltung:

0
g av / n)dS = S"F.
ot /V(t) pyav - V(L) pv(v- ) Z

Die stationdre Impulserhaltung fir das vorliegende Problem lautet:

-n)dS=F+F
/a V) +Fy

Es wird nur die Impulsbilanz in y-Richtung bendtigt, da das Problem reibungs-
frei betrachtet wird und keine zusdtzlichen Krifte wirken, folgt fir die Impuls-
bilanz
—pvZA+ pv2nA + pvi(1 — n)A — poo A + ppA = 0,
wobei man nach lingerer Rechnung den folgenden Zusammenhang erhdlt
Poo — P2 = pr(1 —n)(ve — )%
Die Bernoulli-Gleichung fiir die Stromlinie 2 nach 3 lautet:

u2 u2
2 p 2

Unter Berticksichtigung von us = vy, us = 0 und p3 = ps ldsst sich die obige
Gleichung zu

1
Poo —P2=p (gh + 2@3)
umformen.

Nun kann man die Geschwindigkeit v, als Funktion von v, berechnen und erhdlt

svp + gh

a — -
Va =t n(l —n)

Da v, > vy, > 0 sein soll, ist nur die Addition eine sinnvolle Losung, wobei
n >0 undn # 1 sein muss um einen Nenner ungleich 0 zu gewdhrleisten, d.h.
0 <n < 1. Fir den Grenzfall v, =0 gilt



4. Im folgenden Beispiel wird ein kleiner Ofen fiir die Hartung von Ton betrachtet, wel- 9 P.|
cher aus einer dreischichtigen Wand sowie einem Heizelement besteht. In Abbildung
4 ist eine schematische Skizze des Problems dargestellt. Uber eine Zuleitung kann
kithler Stickstoff mit dem Massenstrom r; sowie der Temperatur 77 in den Ofen
stromen. Uber eine weitere Leitung stréomt der Stickstoff mit dem Massenstrom 7,
und der Temperatur T, aus dem Ofen. In der Mitte des Ofens sitzt ein kreisfor-
miges Heizelement, das die Temperatur 7}, die Emissivitat €, und die Oberflache
Ay, besitzt. Das Heizelement interagiert mit dem Stickstoff in Form von erzwunge-
ner Konvektion a, und mit der Wand in Form von Strahlung. Die unterschiedlichen
Schichten der Wand sind durch die jeweilige Dicke d;, die konstante Warmeleitfahig-
keit \; sowie die spezifische Warmekapazitét ¢;, ¢ € {1,2, 3} definiert. Die Innenseite
der Wand hat die Oberfliche A,, sowie die Emissivitéit e,,. Zwischen der Wand und
dem Stickstoff wird Wéarme in Form von erzwungener Konvektion o, ausgetauscht.
An der AuBenseite der Wand kommt es zu einer freien Konvektion ay mit der Um-
gebungsluft, welche die Temperatur T, hat.

Gegeben: dl, dg, d3, /\1, /\2, )\3, ¢y, C2, C3, Cp, ml, mg, Tom Qe, O f, Th, Eh, Ah, Ews Aw
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Abbildung 4: Schematik des Ofens.

a) Bestimmen Sie alle relevanten Sichtfaktoren und die Warmestromdichte ¢" = 3P|
7, q;]T zufolge der Strahlung.

b) Bestimmen Sie die beiden Wérmestromdichten zufolge der erzwungenen Kon- 1P|
vektion ¢g an der Innenseite der Wand sowie zufolge der freien Konvektion ¢}
an der Auflenseite der Wand.

¢) Geben Sie die Differentialgleichung fir die Masse m(t) des Stickstoffs im Ofen 1P|
an.

d) Bestimmen Sie die Differentialgleichung fiir die Temperatur Ts(t) des Stick- 2P|



stoffs.
Hinweis: Hierzu verwenden Sie die Enthalpiebilanz, welche eine spezielle Form
des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik darstellt,

dH N M
in in . out out :
E:Zmi cpT; _ij el +Q
i—1 =1
H = mc,T,

wobei ‘" der einstromende Massenstrom ist, 7;" die entsprechende Tempe-
ratur des einstromenden Massenstroms sowie m?* der ausstromende Massen-
strom, T?* die entsprechende Temperatur des ausstromenden Massenstroms.

Weiters bezeichnet @ den Warmestrom. Es gilt Q = Ag, wobei A die entspre-
chende Oberflache ist und ¢ ist die Warmestromdichte.

Geben Sie die Warmeleitungsgleichung fiir die eindimensionale, ebene Wand
an sowie die entsprechenden Randbedingungen.

2P|



Losung:

a) Das Heizelement sei der Korper 1 und die Wand der Korper 2. Aufstellen der
Summationsregel

i+ Fio=1
F21 + FQQ =1.

Da der Kérper 1 ein konkaver Korper ist, ist der Sichtfaktor Fi1 = 0 und somit
folgt sofort Fio = 1. Mithilfe der Reziprozititsregel A1F19 = AoFy kann man
den Sichtfaktor Fio bestimmen und abschlieffend Fsy. Den Vektor der Wirme-
stromdichte " = [¢},,¢5 )" erhdlt man aus

q = (E—F)(E — (E — diag {e} F) ') diag {e} 0 T*,

wobei der Vektor T* wie folgt definiert ist T* = [T}, T:A]"

b) Die beiden Wirmestromdichten zufolge der erzwungenen sowie der freien Kon-
vektion lauten:

G5 = ae (Ts — Tyy(z = 0, 1))
q]c‘ = ay (T — Ty(z = dy, t))

c) Differentialgleichung der Masse des Stickstoffs

dm :
— =171 — Mo

dt
d) Differentialgleichung der Stickstofftemperatur

dT, |
mcpg =1y (Too — Ts) + Apare (T, — Ts) + Apaee (Toy(z = 0,t) — Ts)

e) Wirmeleitungsgleichung der Wand sowie die entsprechenden Randbedingungen:

or, 0 ( 8Tw>

P ot Oxr \"" ox
oT,
"LU :O,t :—)\wiz ' o
q (iL‘ ) ox G + e

: oy ..
Gu(x =d,t) = )\wa—x = g}

f) Ausgangspunkt ist die stationdre Warmeleitungsgleichung

0 oT,
"= (Awax>
M'_/

=—quw

und hieraus folgt, dass die Warmestromdichte ¢, = const ist. Der Finfach-
heithalber fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein T,(x = 0,t) = Ty,

10



Tw(l‘ = dl,t) = 1luw,1, Tw(l‘ = dQ,t) = 1lwp2 und Tw(l' = dg,t) = 1lw,3- Die
folgende Gleichungskette ist aufgrund ¢, = const giiltig

. A A
Gu = ae(Ts - Tw,O) = 71<Tw,0 - Tw,l) = 2

dy
A3
= d73(Tw,2 - Tw,3) = af(Tw,O - Too)

Durch umformen der obigen Gleichungskette kann man den Warmeibergangs-
koeffizienten k fiir die dreischichtige Wand bestimmen und dieser lautet

1
—O‘E‘{'Zg’:l%‘i'af'
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