3 Losung von Optimalsteuerungsproblemen
mit direkten Verfahren

Numerische Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen der Form

min J(a)) = plx(t) + [ 1ex(0).ult) d (3.12)
uB.v. x=f(t,x,u), x(tg) = X0 (3.1b)
P(t,x(t1)) =0 (3.1c)
h(t,x(t),u(t)) <0, VtEe [to,t1] (3.1d)

werden haufig in direkte und indirekte Verfahren unterteilt. Indirekte Verfahren basieren
auf der Losung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen. Diese liegen typischerweise
in Form eines Randwertproblems, das z. B. aus dem Minimumsprinzip von Pontryagin
resultiert, vor.

Direkte Verfahren beruhen auf einer Parametrierung des Zustandes x () und/oder
der StellgroBen u (¢) im Sinne einer Beschreibung der zeitlichen Verldufe mit endlich
vielen Parametern. Dadurch wird das unendlich-dimensionale Optimalsteuerungsproblem
(3.1) auf ein endlich-dimensionales statisches Optimierungsproblem reduziert, das mit
Verfahren aus der (beschrinkten) statischen Optimierung gelost werden kann.

Bei den direkten Verfahren wird haufig zwischen Teil- und Volldiskretisierung unter-
schieden. Im Folgenden soll ndher auf die Volldiskretisierung eingegangen werden. Dazu
betrachte man die Diskretisierung des Zeitintervalls [to, ¢1] in Form des Zeitgitters

to=t0<tl<...<tVl=1¢ (3.2)

mit N als Anzahl der Stiitzstellen. Basierend auf diesem Zeitgitter wird eine Parametrie-
rung der Stell- und ZustandsgréSen' mit endlich vielen Parametern

XO uO
x! ul
X = ] = ) (3.3)
XN—l uN—l
vorgenommen. Im Weiteren soll gelten u’ = u (#'), x' = x (t'), i = 0,1,..., N — 1, siehe

Abbildung 3.1. Die Parameter (3.3) stellen die Freiheitsgrade dar und werden zu einem

!Dies zeichnet die Volldiskretisierung aus. Bei der Teildiskretisierung wird im ersten Schritt lediglich die
StellgroBe u (t) parametriert.
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Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Parametrierung der Stellgroe u ().

Vektor der Optimierungsvariablen

o

E X B X

[y

(3.4)

zusammengefasst. Damit kann das Optimalsteuerungsproblem (3.1) in ein statisches Op-
timierungsproblem tiberfithrt werden. Der Wert des Kostenfunktionals (3.1a) wird mit
der Trapezregel in der Form

Ji(y) = (tN—l’XN—l) + 15_202; (ti—i—l _ ti) {l (ti’xi7 ui) +1 (ti+17Xz’+1’ ui—i—l)} (3.5)
angenéhert. Fiir die Ungleichungsbeschrankungen (3.1d) wird vereinfachend gefordert,
dass sie lediglich an den Gitterpunkten erfiillt sind. Damit folgt

h(ti,xi,u")go, i=0,1,...,N—1 (3.6)
und fiir die Endbedingungen (3.1¢) erhélt man
B (V1 xN ) =0, (3.7)

Eine Diskretisierung des Differenzialgleichungssystems (3.1b) mit der impliziten Trapez-
regel liefert die algebraischen Gleichungsbedingungen

it 5 -t [f (tz‘,xz‘,ui> L (ti+1,xi+17ui+1)} =0, i=0,1,...,N—2

2
(3.8a)
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mit der zusitzlichen Restriktion
x? = xq. (3.8b)

Aus den bisherigen Ergebnissen folgt das zum Optimalsteuerungsproblem (3.1) zuge-
horige statische Optimierungsproblem zu

m}in Ja(y) (3.9a)
uB.v. hy(y) <0 (3.9b)
gi(y)=0 (3.9¢)

wobei hy (y) aus (3.6) und g4 (y) aus (3.7) und (3.8) resultieren.

Die Berechnung einer optimalen Steuerung mittels der gezeigten Methode der Volldis-
kretisierung soll am Beispiel des Wagen-Pendel-Systems geméfl Abbildung 3.2 durchge-
fithrt werden. Dieses System besteht aus einem in z-Richtung verschiebbaren Wagen, an
dem frei drehbar ein Pendelstab befestigt ist. Die zugehorigen Systemgleichungen lauten

g
m,J \ l

s
SH

Abbildung 3.2: Wagen-Pendel-System.

w
mga sin(0)—dw+ma cos(0)u

= J+ma? (3.10)
v

o,
S »w £

u

f(t,x,u)

mit der Wagenposition s, dem Pendelwinkel 6, dem Massentriagheitsmoment J = 0.08 kg m?,
dem Schwerpunktsabstand a = 0.5m und der Masse m = 1kg des Pendelstabes sowie
der Erdbeschleunigung g = 9.81m/s? und dem Reibungskoeffizienten d = 0.01 Nms. Die
StellgroBe u ist durch die Beschleunigung des Wagens u = § = © gegeben.
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Das zugrundeliegende Optimalsteuerungsproblem besitze die Form

min J(u()) = et x(t)) + tjll(t,x(t),u(t)) dt (3.11a)
wBv. % =f(t,x,u), x(to) = %o (3.11b)
P(t1,x(t1)) =0 (3.11c)
mit
o(t1,x(t1)) = %XT(tl)SX(tl) S>0 (3.12a)
1t %, u) = % (x"Qx + R?). Q>0, R>0 (3.12b)

den Systemgleichungen geméf (3.10) und den Endbedingungen
P(t1,x(t1)) = Mx(t;) —m (3.12¢)

mit M € R und ¢ < 4.

Bearbeiten Sie folgende Aufgaben:

1. Berechnen Sie die Jacobimatrizen % (t,x,u), 2 o £ (t,x,u), & e (t, x), 2 po L (t,x,u) und
% (t,x,u) der Funktionen f, ¢ und [ aus (3.10) und (3.12a), (3.12b). Ermitteln Sie

T
weiters den Gradienten (%—‘;‘1) (y) der Kostenfunktion (3.5) in Abhéngigkeit der

Optimierungsvariablen y gemafl (3.4).

2. Schreiben Sie folgende Funktionen in MATLAB:

e [f,dfdx,dfdu] = calcf(t,x,u): Berechnung der rechten Seite der System-
gleichungen geméB (3.10) und der Jacobimatrizen 2 b f und af

o [phi,dphidx] = calcphi(t,x): Berechnung der Endkosten geméaf (3.12a)

und der Jacobimatrix g—i.

o [1,d1dx,d1ldul] = calcl(t,x,u): Berechnung der Integralkosten gemaf (3.12b)

und der Jacobimatrizen 2~ und 2.
o0x ou

3. Das beschrankte statische Optimierungsproblem (3.9) soll in MATLAB implemen-
tiert und mittels der Funktion fmincon gel6st werden.

a) Schreiben Sie dazu eine Funktion [Jd,dJdy] = costFct(y), die den Wert
der Kostenfunktion (3.5) in Abhéngigkeit der Optimierungsvariablen y geméas
(3.4) berechnet. Zusétzlich soll auch der Gradient (%—‘?)T (y) in Form der
Variable dJdy retourniert werden.

b) Fiir fmincon wird des Weiteren eine Funktion [hd,gd] = constrFct(y) be-

notigt, die die Werte der Funktionen hg (y) bzw. g4 (y) in Form der Variablen
hd und gd berechnet.
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c) Losen Sie das Optimierungsproblem (3.9) mit fmincon. Verwenden Sie dafiir
to = 0s, t1 = 4s und ein dquidistantes Zeitgitter mit N = 50 Punkten. Die

T
Anfangsbedingung lautet xg = [7r 0 —0.5 0} . Die Matrizen der linearen
Endbeschriankung (3.12c¢) und die Gewichtungsmatrizen in (3.12a), (3.12b)

lauten
1 0 0 0 0 0 0 0
L 000 01 0 0 0 0 0 O
M=(01 0 0 Q= S = (3.13a)
0010 00 5 0
0 0 01
0 0 0 1 0 0 0 O0
m=20 R=0.1. (3.13Db)
Hinweis:

o Achten Sie auf eine allgemeine Implementierung, sodass Sie z. B. die Dampfung
d leicht &ndern konnen.

e Im Sinne einer einfachen und schnellen Implementierung kénnen Sie Variablen,
die in mehreren Funktionen benotigt werden, auch mittels des Schliisselworts
global in jeder betreffenden Funktion als globale Variablen deklarieren und
damit direkt darauf zugreifen. Dies bietet sich beispielsweise fiir die Anzahl
der Diskretisierungspunkte N an.

o Beriicksichtigen Sie in Ihrer Implementierung, dass das Zeitgitter (3.2) nicht
zwingenderweise dquidistant sein muss, d.h. es darf tT1 — ¢’ #£ konst., i =
0,1,...,N — 2, gelten. Die Zeitpunkte t°,¢!,...,t"~! konnen Sie z.B. in ei-
nem Vektor speichern und als globale Variable den Funktionen costFct und
constrFct zur Verfiigung stellen.

e Verwenden Sie in fmincon den Algorithmus interior-point und erhdhen Sie
die maximale Anzahl der Funktionsauswertungen mit der Option MaxFunEvals.
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