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1 Fourierreihen zeitkontinuierlicher period. Signale

x(t) = x(t+ T ) =
∞
∑

k=−∞

ck e
j 2πk

T
t ⇐⇒ ck =

1

T

∫ T

0

x(t) e−j 2πk

T
t dt

x(t− T0) ⇐⇒ e−j 2πk

T
T0ck

ej
2πm

T
tx(t) ⇐⇒ ck−m

x∗(t) ⇐⇒ c∗−k

x(−t) ⇐⇒ c−k

x(at), a > 0 ⇐⇒ ck, Periode T
a

∫ T

0

x(τ)y(t− τ) dτ ⇐⇒ Tckdk, x, y gleiche Periode

x(t)y(t) ⇐⇒
∞
∑

l=−∞

cl dk−l, x, y gleiche Periode

xe(t) =
1
2
(x(t) + x∗(−t)) ⇐⇒ ℜe{ck}

xo(t) =
1
2
(x(t)− x∗(−t)) ⇐⇒ jℑm{ck}

ℜe{x(t)} ⇐⇒ 1
2
(ck + c∗−k)

jℑm{x(t)} ⇐⇒ 1
2
(ck − c∗−k)

dx(t)

dt
⇐⇒ j 2πk

T
ck

∫ t

−∞

x(τ) dτ mit c0 = 0 ⇐⇒ T
j2πk

ck

Einige Fourierreihen1

ej
2π

T
t ⇐⇒ δ[k − 1]

cos 2π
T
t ⇐⇒ 1

2
δ[k − 1] + 1

2
δ[k + 1]

sin 2π
T
t ⇐⇒ 1

2j
δ[k − 1]− 1

2j
δ[k + 1]

∞
∑

n=−∞

δ(t− nT ) ⇐⇒
1

T
∀k

x(t) =

{

1 |t| ≤ T1

0 T1 < |t| ≤ T
2

⇐⇒
sin 2πk

T
T1

kπ
∣

∣cos 2π
T
t
∣

∣ (Periode T
2
) ⇐⇒

2

π

(−1)k

1− (2k)2

1δ(t) ist die Diracsche Deltafunktion, δ[k] ist der Einsimpuls.
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2 Fouriertransformation zeitkontinuierlicher Signale

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

X(jω) ejωtdω ⇐⇒ X(jω) =

∫ ∞

−∞

x(t) e−jωtdt

x(t− T0) ⇐⇒ e−jωT0X(jω)

ejω0tx(t) ⇐⇒ X(j(ω − ω0))

x∗(t) ⇐⇒ X∗(−jω)

x(−t) ⇐⇒ X(−jω)

x(at) ⇐⇒ 1
|a|

X
(

jω
a

)

(x ∗ y)(t) ⇐⇒ X(jω)Y (jω)

x(t)y(t) ⇐⇒ 1
2π
(X ∗ Y )(jω)

xe(t) =
1
2
(x(t) + x∗(−t)) ⇐⇒ ℜe{X(jω)}

xo(t) =
1
2
(x(t)− x∗(−t)) ⇐⇒ jℑm{X(jω)}

ℜe{x(t)} ⇐⇒ Xe(jω) =
1
2
(X(jω) +X∗(−jω))

jℑm{x(t)} ⇐⇒ Xo(jω) =
1
2
(X(jω)−X∗(−jω))

tx(t) ⇐⇒ j
dX(jω)

dω
dnx(t)

dtn
⇐⇒ (jω)nX(jω)

∫ t

−∞

x(τ) dτ ⇐⇒
1

jω
X(jω) + πX(0)δ(ω)

Einige Fouriertransformationspaare

δ(t− T0) ⇐⇒ e−jωT0

ejω0t ⇐⇒ 2πδ(ω − ω0)

cosω0t ⇐⇒ πδ(ω − ω0) + πδ(ω + ω0)

sinω0t ⇐⇒ π
j
δ(ω − ω0)−

π
j
δ(ω + ω0)

∞
∑

k=−∞

δ(t− kT ) ⇐⇒
2π

T

∞
∑

k=−∞

δ

(

ω −
2πk

T

)

∞
∑

k=−∞

ck e
j 2πk

T
t ⇐⇒ 2π

∞
∑

k=−∞

ck δ

(

ω −
2πk

T

)

σ(t) ⇐⇒
1

jω
+ πδ(ω)

sign(t) ⇐⇒
2

jω

e−atσ(t), ℜe{a} > 0 ⇐⇒
1

a+ jω
tn−1

(n− 1)!
e−atσ(t), ℜe{a} > 0 ⇐⇒

1

(a+ jω)n

2



Einige Fouriertransformationspaare (Fortsetzung)

e−a|t| , ℜe{a} > 0 ⇐⇒
2a

a2 + ω2

sinωct

πt
⇐⇒ X(jω) =

{

1 |ω| < ωc

0 |ω| > ωc

x(t) =

{

1 |t| ≤ T1

0 |t| > T1
⇐⇒ 2

sinωT1

ω

x(t) =

{

1− |t|
T1

|t| ≤ T1

0 |t| > T1

⇐⇒ 4
sin2 ωT1

2

T1ω2

e−at2 , a > 0 ⇐⇒

√

π

a
e−

ω
2

4a

dnδ(t)

dtn
⇐⇒ (jω)n

tn ⇐⇒ 2πjn
dnδ(ω)

dωn

|t| ⇐⇒ −
2

ω2

Dualität der Fouriertransformation

x(t) ⇐⇒ X(jω)

X(jt) ⇐⇒ 2πx(−ω)

Parsevalsche Beziehung für aperiodische Signale:

∫ ∞

−∞

|x(t)|2dt =
1

2π

∫ ∞

−∞

|X(jω)|2dω

Parsevalsche Beziehung für periodische Signale:

1

T

∫ T

0

|x(t)|2dt =
∞
∑

k=−∞

|ck|
2

Poissonsche Summenformel:

∞
∑

n=−∞

x(t+ nT ) =
1

T

∞
∑

n=−∞

X(jnω0)e
jnω0t

mit ω0 =
2π
T
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3 Fourierreihen zeitdiskreter periodischer Signale

x[n] = x[n+N ] =
N−1
∑

k=0

ck e
j 2πk

N
n ⇐⇒ ck = ck+N =

1

N

N−1
∑

n=0

x[n] e−j 2πk

N
n

x[n−N0] ⇐⇒ e−j 2πk

N
N0 ck

ej
2πm

N
n x[n] ⇐⇒ ck−m

x∗[n] ⇐⇒ c∗−k

x[−n] ⇐⇒ c−k

N−1
∑

m=0

x[m]y[n−m] ⇐⇒ Nckdk, x, y gleiche Periode

x[n]y[n] ⇐⇒
N−1
∑

l=0

cl dk−l, x, y gleiche Periode

xe[n] =
1
2
(x[n] + x∗[−n]) ⇐⇒ ℜe{ck}

xo[n] =
1
2
(x[n]− x∗[−n]) ⇐⇒ jℑm{ck}

ℜe{x[n]} ⇐⇒ 1
2
(ck + c∗−k)

jℑm{x[n]} ⇐⇒ 1
2
(ck − c∗−k)

x[n]− x[n− 1] ⇐⇒
(

1− e−j 2πk

N

)

ck
n
∑

m=−∞

x[m] mit c0 = 0 ⇐⇒
1

1− e−j 2πk

N

ck

Einige Fourierreihen2

ej
2πm

N
n ⇐⇒ δ[k −m]

cos 2πm
N

n ⇐⇒ 1
2
δ[k −m] + 1

2
δ[k +m]

sin 2πm
N

n ⇐⇒ 1
2j
δ[k −m]− 1

2j
δ[k +m]

∞
∑

m=−∞

δ[n−mN ] ⇐⇒
1

N
∀k

x[n] =







1 0 ≤ n ≤ N1

1 N −N1 ≤ n ≤ N − 1
0 sonst

⇐⇒
1

N

sin
(

(2N1 + 1)πk
N

)

sin πk
N

2Bei den Beziehungen ist die Periodizität von ck mit der Periode N zu berücksichtigen.
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4 Fouriertransformation zeitdiskreter Signale

x[n] =
1

2π

∫ 2π

0

X(ejθ) ejθndθ ⇐⇒ X(ejθ) =
∞
∑

n=−∞

x[n] e−jθn

x[n−N0] ⇐⇒ e−jθN0X(ejθ)

ejθ0nx[n] ⇐⇒ X(ej(θ−θ0))

x∗[n] ⇐⇒ X∗(e−jθ)

x[−n] ⇐⇒ X(e−jθ)

(x ∗ y)[n] ⇐⇒ X(ejθ)Y (ejθ)

x[n]y[n] ⇐⇒ 1
2π
(X ∗ Y )(ejθ)

xe[n] =
1
2
(x[n] + x∗[−n]) ⇐⇒ ℜe{X(ejθ)}

xo[n] =
1
2
(x[n]− x∗[−n]) ⇐⇒ jℑm{X(ejθ)}

ℜe{x[n]} ⇐⇒ Xe(e
jθ) = 1

2
(X(ejθ) +X∗(e−jθ))

jℑm{x[n]} ⇐⇒ Xo(e
jθ) = 1

2
(X(ejθ)−X∗(e−jθ))

nx[n] ⇐⇒ j
dX(ejθ)

dθ
n
∑

k=−∞

x[k] ⇐⇒
1

1− e−jθ
X(ejθ) + πX(ej0)δ2π(θ)

Einige Fouriertransformationspaare3

δ[n−N0] ⇐⇒ e−jθN0

ejθ0n ⇐⇒ 2πδ2π(θ − θ0)

cos θ0n ⇐⇒ πδ2π(θ − θ0) + πδ2π(θ + θ0)

sin θ0n ⇐⇒ π
j
δ2π(θ − θ0)−

π
j
δ2π(θ + θ0)

∞
∑

k=−∞

δ[n− kN ] ⇐⇒
2π

N

∞
∑

k=−∞

δ

(

θ −
2πk

N

)

σ[n] ⇐⇒
1

1− e−jθ
+ πδ2π(θ)

anσ[n], |a| < 1 ⇐⇒
1

1− ae−jθ

sinαn

πn
, 0 < α < π ⇐⇒ X(ejθ) =

{

1 0 ≤ |θ| ≤ α

0 α < |θ| < π

x[n] =

{

1 |n| ≤ N1

0 |n| > N1

⇐⇒
sin
(

(2N1 + 1) θ
2

)

sin θ
2

3Bei den Beziehungen ist die 2π–Periodizität im Frequenzbereich zu berücksichtigen. δ2π(θ) =
∑

∞

k=−∞
δ(θ − 2πk).
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Parsevalsche Beziehung für aperiodische zeitdiskrete Signale:

∞
∑

n=−∞

|x[n]|2 =
1

2π

∫ 2π

0

∣

∣X(ejθ)
∣

∣

2
dθ

Parsevalsche Beziehung für periodische zeitdiskrete Signale:

1

N

N−1
∑

n=0

|x[n]|2 =
N−1
∑

k=0

|ck|
2

Mit x[n] = x[n+N ] und den Fourierreihenkoeffizienten ck =
1

N

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2π

N
nk.

5 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

In den Beziehungen sind x[n] und y[n] N -Punkte Signale, d.h. sie sind für das Inter-
vall n ∈ [0, N − 1] definiert und besitzen daher eine endliche Länge N . Die Notation
x[(n)N ] = x[n modulo N ] ist die periodische Fortsetzung des N -Punkte Signals x[n]. Mit
der Rechteckfunktion

RN [n] =

{

1 0 ≤ n ≤ N − 1
0 sonst

gilt x[n] = x[(n)N ]RN [n].

Merkregel: In den DFT-Formeln ist ein N -Punkte Signal stets als die Grundperiode
(n ∈ [0, N − 1]) eines periodischen zeitdiskreten Signals zu betrachten.

x[n] =
1

N

N−1
∑

k=0

X [k] ej
2πk

N
n ⇐⇒ X [k] =

N−1
∑

n=0

x[n] e−j 2πk

N
n

x[(n−N0)N ]RN [n] ⇐⇒ e−j 2πk

N
N0 X [k]

ej
2πm

N
n x[n] ⇐⇒ X [(k −m)N ]RN [k]

x∗[n] ⇐⇒ X∗[(−k)N ]RN [k]

x∗[(−n)N ]RN [n] ⇐⇒ X∗[k]
(

N−1
∑

m=0

x[(m)N ] y[(n−m)N ]

)

RN [n] ⇐⇒ X [k]Y [k]

x[n]y[n] ⇐⇒

(

1

N

N−1
∑

m=0

X [(m)N ]Y [(k −m)N ]

)

RN [k]

1
2

[

x[(n)N ] + x∗[(−n)N ]
]

RN [n] ⇐⇒ ℜe{X [k]}
1
2

[

x[(n)N ]− x∗[(−n)N ]
]

RN [n] ⇐⇒ jℑm{X [k]}

ℜe{x[n]} ⇐⇒ 1
2

[

X [(k)N ] +X∗[(−k)N ]
]

RN [k]

jℑm{x[n]} ⇐⇒ 1
2

[

X [(k)N ]−X∗[(−k)N ]
]

RN [k]
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Einige DFT Beispiele4

ej
2πm

N
n ⇐⇒ Nδ[k −m]

cos 2πm
N

n ⇐⇒ N
2
δ[k −m] + N

2
δ[k +m−N ]

sin 2πm
N

n ⇐⇒ N
2j
δ[k −m]− N

2j
δ[k +m−N ]

δ[n] ⇐⇒ 1

x[n] =







1 0 ≤ n ≤ N1

1 N −N1 ≤ n ≤ N − 1
0 sonst

⇐⇒
sin
(

(2N1 + 1)πk
N

)

sin πk
N

6 Z–Transformation

x[n] =
1

2πj

∮

C

X(z)zn−1dz ⇐⇒ X(z) =
∞
∑

n=−∞

x[n]z−n

Die in der Tabelle angegebenen Bereiche sind die Konvergenzringe der zweiseitigen Z–
Transformation und können in einzelnen Fällen auch größer sein.

x[n] ⇔ X(z) Rx−
< |z| < Rx+

y[n] ⇔ Y (z) Ry− < |z| < Ry+

ax[n] + by[n] ⇔ aX(z) + bY (z) max(Rx−
, Ry−) < |z| < min(Rx+

, Ry+)

x[n+ n0] ⇔ zn0X(z) Rx−
< |z| < Rx+

zn0x[n] ⇔ X

(

z

z0

)

|z0|Rx−
< |z| < |z0|Rx+

nx[n] ⇔ −z
dX(z)

dz
Rx−

< |z| < Rx+

x∗[n] ⇔ X∗(z∗) Rx−
< |z| < Rx+

x[−n] ⇔ X(z−1)
1

Rx+

< |z| <
1

Rx−

ℜe{x[n]} ⇔ 1
2
(X(z) +X∗(z∗)) Rx−

< |z| < Rx+

jℑm{x[n]} ⇔ 1
2
(X(z)−X∗(z∗)) Rx−

< |z| < Rx+

(x ∗ y)[n] ⇔ X(z)Y (z) max(Rx−
, Ry−) < |z| < min(Rx+

, Ry+)

x[n] y[n] ⇔
1

2πj

∮

C

X(v)

v
Y
(z

v

)

dv Rx−
Ry− < |z| < Rx+

Ry+

n
∑

k=−∞

x[k] ⇔
1

1− z−1
X(z) max(Rx−

, 1) < |z| < Rx+

4In den Formeln gilt 0 ≤ n ≤ N − 1, 0 ≤ k ≤ N − 1 und 0 ≤ m ≤ N − 1.
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Zeitverschiebung für die einseitige Z–Transformation:

x[n+ n0] ⇔ zn0

(

X(z)−

n0−1
∑

n=0

x[n]z−n

)

, n0 > 0

x[n− n0] ⇔ z−n0

(

X(z) +

n0
∑

n=1

x[−n]zn

)

, n0 > 0

Residuensatz für die inverse Z–Transformation:

Rechtsseitiges Signal (x[n] = 0 für n < 0):

x[n] =
1

2πj

∮

C

X(z)zn−1 dz =
∑

|zk|<Rx

Resk{X(z)zn−1} n = 0, 1, 2, . . .

Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C werden aufsummiert, wobei der Radius von C
größer als der Konvergenzradius Rx sein muß.

Linksseitiges Signal (x[n] = 0 für n > 0):

x[n] =
1

2πj

∮

C′

X

(

1

z

)

z−n−1 dz =
∑

|z′
k
|< 1

Rx

Resk

{

X

(

1

z

)

z−n−1

}

n = 0,−1, . . .

Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C ′ werden aufsummiert, wobei der Radius von C ′

größer als 1
Rx

sein muß.

Achtung: Durch z±n−1 kann für n = 0 ein zusätzlicher Pol bei z = 0 auftreten. Daher
sollte bei der inversen Z–Transformation der Fall n = 0 getrennt behandelt werden!

Einfacher Pol z∞k von X(z) =
P (z)

Q(z)
:

Resk{X(z)zn−1} = lim
z→z∞k

(

(z − z∞k)
P (z)

Q(z)
zn−1

)

M–facher Pol z∞k von X(z) =
P (z)

Q(z)
:

Resk{X(z)zn−1} =
1

(M − 1)!

dM−1

dzM−1

(

(z − z∞k)
M P (z)

Q(z)
zn−1

)
∣

∣

∣

∣

z→z∞k

Residuum im Unendlichen:

Resz=∞{X(z)zn−1} = −Resz=0

{

X

(

1

z

)

z−n−1

}
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Anfangswertsatz der einseitigen Z–Transformation:

x[0] = lim
z→∞

X(z)

Endwertsatz der einseitigen Z–Transformation:

lim
n→∞

x[n] = lim
z→1

(z − 1)X(z)

Eingeschaltetes periodisches Signal:

x[n] = xp[n]σ[n] ⇐⇒ X(z) =
zN

zN − 1

(

N−1
∑

n=0

xp[n]z
−n

)

mit xp[n] = xp[n+N ]

Einige Z–Transformationspaare

δ[n] ⇐⇒ 1 ∀z

σ[n] ⇐⇒
z

z − 1
|z| > 1

−σ[−n− 1] ⇐⇒
z

z − 1
|z| < 1

αnσ[n] ⇐⇒
z

z − α
|z| > |α|

−αnσ[−n− 1] ⇐⇒
z

z − α
|z| < |α|

nσ[n] ⇐⇒
z

(z − 1)2
|z| > 1

−nσ[−n− 1] ⇐⇒
z

(z − 1)2
|z| < 1

sinαn σ[n] ⇐⇒
z sinα

z2 − 2z cosα + 1
|z| > 1

cosαn σ[n] ⇐⇒
z(z − cosα)

z2 − 2z cosα + 1
|z| > 1

ρn sinαn σ[n] ⇐⇒
ρz sinα

z2 − 2ρz cosα+ ρ2
|z| > ρ

ρn cosαn σ[n] ⇐⇒
z(z − ρ cosα)

z2 − 2ρz cosα+ ρ2
|z| > ρ

sin(αn+ ϕ) σ[n] ⇐⇒
z2 sinϕ+ z sin(α− ϕ)

z2 − 2z cosα+ 1
|z| > 1

1

n
, n > 0 ⇐⇒ loge

z

z − 1
|z| > 1

1− e−αn

n
σ[n] ⇐⇒ α+ loge

z − e−α

z − 1
|z| > 1, α > 0

sinαn

n
σ[n] ⇐⇒ α+ arctan

(

sinα

z − cosα

)

|z| > cosα
α > 0
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Normierte Form der bilinearen Z–Transformation

Mit

s =
1

v

z − 1

z + 1
, v = tanπ

fg
fs

H(z) = Ha(s)
∣

∣

∣

s= 1

v

z−1

z+1

wird ein analoges Filter mit der Übertragungsfunktion Ha(s) (dabei ist s/2π normiert
auf die analoge Bezugsfrequenz fag) in ein digitales Filter mit der Übertragungsfunktion
H(z) und der Bezugsfrequenz fg übergeführt (fs ist die Abtastfrequenz).

7 Multiratensignalverarbeitung

In den angegebenen Formeln sind der Unterabtastfaktor M und der Überabtastfaktor L
ganzzahlig (M,L ∈ N).

x[n] ⇐⇒ X(ejθ)
X(z)

y[n] = x[Mn] ⇐⇒ Y (ejθ) =
1

M

M−1
∑

k=0

X
(

ej(θ−2πk)/M
)

Y (z) =
1

M

M−1
∑

k=0

X
(

e−j2πk/Mz1/M
)

y[n] =

{

x
[

n
L

]

n = 0,±L,±2L . . .
0 sonst

⇐⇒ Y (ejθ) = X
(

ejθL
)

Y (z) = X
(

zL
)

Polyphasenzerlegung:

X(z) =
∞
∑

n=−∞

x[n]z−n =
M−1
∑

k=0

z−kXk

(

zM
)

mit

Xk(z) =
∞
∑

m=−∞

xk[m]z−m =
∞
∑

m=−∞

x[Mm+ k]z−m, k = 0, 1, . . . ,M − 1

Fall M = 2:

X(z) = X0

(

z2
)

+ z−1X1

(

z2
)

X0(z) =
∞
∑

m=−∞

x[2m]z−m

X1(z) =
∞
∑

m=−∞

x[2m+ 1]z−m
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Elementare Vertauschungsoperationen

↑ L

↑ M↓ M

↓ L

⇄

⇄

⇄

⇄

⇄

⇄

↓ M z−
1

M

↓ M z−1 z−M ↓ M

z−1 ↓ M

↑ Lz−1

↑ Lz−
1

L↑ L z−1

↑ L z−L

p[n] =
∞
∑

k=−∞

δ[n− kM ]
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