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Einen Uberblick iiber die in der Ubung verwendete Notation finden Sie in TUWEL.

Beispiel 1 — Zwei diskrete Zufallsvariablen
Sie wiirfeln zweimal mit einem fairen, sechsseitigen Wiirfel. Es sei X die Anzahl der Einser und Y die

Anzahl der Zweier, die nach zwei Wiirfen aufgetreten sind.
(a) Erstellen Sie eine Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfunktion px v(z,y) = P{X =2z AY = y}.
(b) Berechnen Sie P{X +Y > 0}.
(c) Berechnen Sie Kovarianz Cxy von X und Y.
(d) Interpretieren Sie den Wert der Kovarianz. Was sagt das Vorzeichen aus?

Beispiel 2 — Schitzen einer Zufallsgrofle
Ihnen wird die Aufgabe gestellt, den Wert der reellen Zufallsvariable Z zu schétzen, wobei sich Z aus

der Summe von X und Y ergibt. X und Y sind unabhingige Zufallsvariablen mit

0 firy<o0
1 fir2<xz<3
fx(x) = und P{Y <y} =F(y)={y fir0<y<1.
0 sonst
1 firy>1

(a) Fertigen Sie eine Skizze von fz(z) an und finden Sie einen Formelausdruck.

(b) Finden Sie einen Schétzwert 2 € R, der den mittleren quadratischen Fehler minimiert. D.h.,

2 =argmin[E[(Z—r)?].
reR

Hinweis: x* = argmin f(x) liefert einen Wert x* € X sodass f(z*) < f(x) Ve e X.
TEX

(¢) Geben Sie P{Z = 2} an, die Wahrscheinlichkeit, dass der geschitzte Wert tatsichlich auftritt.

(d) Sie sollen nun mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0.5 richtig liegen. Erweitern Sie dazu
den Schétzwert 2 zum Schétzer ,Z liegt zwischen 2 — A und 2 + A.“ (2 aus Unterpunkt (b)).
Geben Sie den kleinstmdglichen Wert fiir A an, der den Anforderungen geniigt.

(e) Mit welchen Werten A wiirden Sie garantiert richtig liegen?

Beispiel 3 — Fehlerwahrscheinlichkeit
Ein Basisbandiibertragungssystem tibertrdagt die Sendesymbole X € {—1,1} mit den Wahrscheinlich-
keiten P{X = —1} = 1/3 und P{X = 1} = 2/3. Withrend der Ubertragung wird additives Rauschen N

iiberlagert, welches geméfl
1 1

mn2+1

In(n) =
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verteilt und unabhingig von X ist. Somit ergibt sich das Empfangssymbol zu
Y=X+N.

(a) Berechnen und skizzieren Sie fyx(y|z = —1)P{X = —1}, fyx(y|z = 1)P{X = 1} sowie fv(y).

(b) Um die Fehlerwahrscheinlichkeit zu minimieren entscheidet der Empfénger fiir einen detektierten

Wert y den geschitzten Wert 2(y) geméas

i(y) = arg max {fix(ylz)P{X = z}}

(Bayes’s decision criterion). Markieren Sie in der in (a) angefertigten Skizze jene Regionen
wo & = 1 bzw. & = —1 entschieden wird. Wo liegen die Grenzen zwischen diesen Regionen

(Entscheidungsschwellwerte)? Wie ldsst sich das Ergebnis interpretieren?

(¢) Berechnen Sie die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit, wenn der Empfénger die Entscheidungsregio-

nen aus (b) verwendet.

Beispiel 4 — Fehlerwahrscheinlichkeit AWGN Kanal
(a) Angabe wie in Beispiel 3, mit den Anderungen X € {—v,v}, P{X = —v} = P{X =v} =1/2 und

1 —n? /(252
fN(n):ixme /o),

Verwenden Sie in Thren Losungen die Q-Funktion.

(b) Losen Sie folgende Gleichungen mithilfe des Nomogramms der Q-Funktion:

(i) bz = Q(4) (i) = = 1(1—erf(3)) (iif) 107° = lerfc(5z)

Beispiel 5 — MIMO Kanal
Abbildung 1 zeigt eine MIMO Funkstrecke mit Npx Sendeantennen und Ngx Empfangsantennen. Das

Empfangssignal an Antenne ¢ ergibt sich zu

Nrx

ri(t) = (hij*s;)(t). (1)

Jj=1

(a) Es sei Nrx = Nrx = 2, $1(t) = —s2(t) = rect(t — 0.5) sowie

hia(t) = 0.45(t — 0.3) +0.20(t — 2.5), hia(t) = —35(t — 3) + 0.20(t — 5),
haa(t) = 156(t — 0.5) + 0.56(t — 1), haa(t) = 0.56(t — 1) — 8(t — 1.5).

Berechnen und skizzieren Sie ro(t). Erklaren Sie qualitativ die Urspriinge der Interferenz im

Empfangssignal ro(t).

(b) Betrachten Sie im Weiteren den dispersionsfreien Fall h; ;(t) = H; ;j6(t). Geben Sie unter Bertick-
sichtigung von (1) eine kompakte Darstellung an, in der alle Sende- mit allen Empfangssignalen

verkniipft werden.
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(c) Anstatt s;(t) direkt zu iibertragen, werden die Signale im Sender vor der Ubertragung linear
miteinander kombiniert und die resultierenden Signal s}(¢) gesendet. Finden Sie P : s(t) — s'(t),
sodass keine Interferenz auftritt (d.h. r;(¢) = s;(¢)). Welche Eigenschaften muss der Kanal dazu

erfiillen?

Sl(t) Y Y Tl(t)
Sz(t) Y Y Tz(t)

SNTtx (t) T'Nrx (t)

Abbildung 1: Linearer, zeitinvarianter MIMO Kanal

Beispiel 6 — Kreuzkorrelation, Signalenergie und Fehlerwahrscheinlichkeit

t—a
s1(t) = —arect 50 )

(t) . t + t—a
s =gasin| 7— |rec
2 a 2a )’

sa(t) = a1 — (t)a - 1)2)rect(t2_aa>,

Betrachten Sie die Funktionen

mit a > 0.
(a) Skizzieren Sie die Funktionen.
(b) Ermitteln Sie die Signalenergien F7, F5 und Ejs.

(¢) Berechnen und skizzieren Sie die normierte Kreuzkorrelationsfunktion p12(7) von s1(¢) und sa(¢).
Bestimmen Sie weiters die Korrelationskoeffizienten p12(0) und p;3(0) (Korrelationskoeffizient

von s1(t) und s3(t)).

(d) Betrachten Sie nun ein binires Ubertragungssystem mit den Sendeimpulsen s;(t) und sa(t),
sowie einem Matched Filter Empfanger. Das System wird durch AWGN mit einer spektralen
Leistungsdichte von Ny = 1077 gestort. Finden Sie das kleinstmdgliche a > 0, sodass die Fehler-
wahrscheinlichkeit P{€} < 1079 ist.

Beispiel 7 — Fouriertransformation

Der Autor von Buch 1 definiert die Fouriertransformation und ihre Inverse als

Fi{z(®)} 2 / " a(e Mt = X (jw),

— 00

Fri{Xi(jw)} & % /_OO X (jw)e“tdw = z(t).

Der Autor von Buch 2 hingegen verwendet nicht die Kreisfrequenz w sondern die Frequenz f = 5% in
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seiner Definition:
Folz(t)} = /OO z(t)e AL = Xo(f),
FxL e [ Xaneritar = o),

(a) Stellen Sie den Zusammenhang zwischen zwischen X; und X5 her.
(b) Zeigen Sie, dass beide Definitionen, ¢ = 1,2 F;l{fi{x(t)}} = z(¢) erfiillen.

1 R
Hinweis: §(t) = 2—/ e“ldw
a — 00

(¢) In Buch 2 findet sich auerdem eine Fouriertabelle mit dem Zusammenhang
t—T\ 7? ;
z(t) = rect(> o—e 7sincy(7f)e T = Xy (f)
T

mit sincy(z) £ % Geben Sie die zugehérige Fouriertransformierte X (jw) an. Verwenden Sie

im Endergebnis sinc; (z) = w

Beispiel 8 — Lineare Quantisierung

Im Folgenden betrachten wir ein Signal mit der Amplitudenverteilung

fs(s) = %rect (%),

d.h. zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ ist S(t) eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion fs(s).

Weiters sei der Quantisierer @) : S — S definiert als

—a fiir x < —a,

Qa) = g¥Hl=m fip (- M)g<a < (i+1-2)g  i€{0,1,..,m—1},

a fire > a

wobei die gerade Zahl m die Anzahl der Quantisierungsstufen bezeichnet und ¢ = 2a/m.

(a) Skizzieren Sie fs(s) und markieren Sie dabei die Quantisierungsintervalle und Quantisierungs-
werte von (+). Fertigen Sie auflerdem eine Skizze von Q(x) an.
Hinweis: Verwenden Sie fir die Skizzen m = 8 und fir die weiteren Punkte (b) bis (e) ein

allgemeines m.

A

(b) Der Quantisierer bildet die kontinuierliche Zufallsvariable S auf die diskrete Zufallsvariable S ab.
Spezifizieren Sie die Menge M aller moglichen S und finden Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion
ps(3) =P{S =s}.

A

(¢) Nehmen Sie nun an, Sie kennen den Quantisiererausgang S = §. Was sagt Thnen dies tber
den Wert des Quantisierereingangs S?7 Finden Sie fiir diesen Fall die Wahrscheinlichkeitsdichte
fS|§(s|§) fiir allgemeines § € M.

(d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fg(e) des Quantisierungsfehlers E = S — S.
Hinweis: Es ist fgs(el$) = fss(e + 8|8) und es gilt das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit
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(Law of total probability)

fele) =Y feg(eld)ps(3).

3eM

(e) Berechnen Sie das Verhéltnis zwischen Signalleistung und mittlerem quadratischen Quantisie-

rungsfehler
E[S?]
SNR, = =——
¢ E[E?
als Funktion der Intervallanzahl m. Geben Sie auBerdem SNR(YP) als Funktion der Bitanzahl

a
b = logy m fiir hohe Auflésung (m > 1) an.

Beispiel 9 — SNR einer PCM-Audioiibertragung

Ein Audiosignal mit einer hochsten relevanten Frequenz von 16 kHz soll als linear quantisiertes PCM-
Signal! iibertragen werden. Der Sender verwendet ein ideales Anti-Aliasing-Filter. Fiir volle Aussteue-
rung wird ein Spitzen-SNR, > 40 dB gefordert.

(a) Skizzieren Sie das Blockschaltbild des PCM-Systems.

(b) Wihlen Sie eine geeignete Abtastfrequenz, wenn das Anti-Aliasing-Filter ab 20 kHz ausreichende
Déampfung bietet.

(c) Wie grof) ist das mittlere geforderte SNR, wenn das Audiosignal ein Verhéltnis von Spitzenleis-

tung zu mittlerer Leistung von 15 dB aufweist?
(d) Welche Codewortlinge ist notwendig?
(e) Welche Bitrate hat das PCM-Signal?

(f) Durch Kanalstérungen wird jedes millionste Bit falsch detektiert. Welches tatsachliche SNR er-
gibt sich durch den Einfluss von Bitfehlern auf der Empfingerseite fiir das rekonstruierte analoge

Sprachsignal?

(g) Vergleichen Sie die Bandbreitenerh6hung mit dem Gewinn an SNR,. Welcher Zusammenhang
besteht?

Beispiel 10 — Intersymbolinterferenz bei Matched Filter

Der Sender eines bindren Kommunikationssystems verwendet so(t) und s1(t) = —s(t) als Signalformen

fiir das 0- bzw. 1-Bit. Es sei die Fouriertransformierte des Signals so(t) gegeben als
So(t) o—e Sp(jw) = tri(w — 1) + tri(w + 1).

(a) Skizzieren Sie Sp(jw).
(b) Berechnen und skizzieren Sie so(t).

(c) Ist es moglich eine Symboldauer Ty zu wéhlen sodass so(t) nach dem Nyquist IST Kriterium

ISI-frei ist? Wenn ja, geben sie Ty an.

(d) Am Empfinger wird ein Matched Filter zur Detektion verwendet. Bestimmen Sie die Impulsant-

wort, des Filters. Handelt es sich dabei um ein kausales Filter?

n Vorlesung, Buch und im vorherigen Beispiel wurden Formeln fiir ein Modell unter der Voraussetzung einer gleich-
verteilten Signalamplitude entwickelt. Diese konnen/sollen fiir das gegebene Beispiel verwendet werden, auch wenn diese
Annahme fiir ein Sprachsignal streng genommen nicht giiltig ist.




389.138 Telekommunikation — 2014S 1. Ubung, v1

(e) Betrachten Sie das Spektrum des Signals nach dem Matched Filter. Tritt ISI auf?

(f) Falls in (e) keine IST auftritt, so begriinden Sie dies mit Hilfe des Nyquist ISI Kriteriums. Sollte
IST auftreten: Welche Mafinahmen wiirden sie ergreifen um IST zu vermeiden (sender- und/oder

empfingerseitig)?

Beispiel 11 — Manchester-Codierung auf einer Telegrafenleitung

Eine Telegrafenleitung mit einer Impedanz von 500 2 und einer Ddmpfung von o = 3.5dB/100 m soll
zur Ubertragung von digitaler Information verwendet werden. Dazu wird ein binires Basisbandsystem
mit Manchester-Codierung verwendet, wobei die Sendesignale so(t) und s (¢) in Abbildung 2 dargestellt
sind. Die Sendeamplitude betridgt A = 10V und die Symbolrate ist Rs = 200kbit/s. Es wird ein
Korrelationsempfianger eingesetzt, an dessen Eingang die einseitige Gauflsche Rauschleistungsdichte
Ny = —150dBm/Hz auftritt.

(a) Skizzieren Sie das Sendesignal bei der Eingangsdatenfolge (0101100).

(b) Welches Referenzsignal ergibt sich, wenn zur Detektion nur ein einziger Korrelator verwendet
wird?
(c) Wie lang darf die Ubertragungsstrecke maximal sein, wenn die Bitfehlerwahrscheinlichkeit einen

Wert von P{£} = 10 nicht {ibersteigen soll?

(d) Der Sendeimpulsformer des 1-Bits s; fillt bei sonst gleich bleibenden Parametern aus. Welche
Bitfehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich unter der Annahme gleichwahrscheinlicher Sendesymbole?
Hinweis: Fin Ausfall des Sendeimpulsformers fiir s1 bedeutet, dass statt s1 ein Nullsignal ge-

sendet wird. Der Empfinger bleibt davon unberihrt.

so(t) s1(t)

Ap------ A

Ty

Abbildung 2: Manchester-codierte Sendesignale so(t) und s1(t) aus Beispiel 11.

Beispiel 12 — Binires Basisbandsystem
In einem bindren Basisbandsystem wird fiir das 1-Bit die Kurvenform s;(¢) = rect(¢) und fir das 0-Bit
s0(t) = —tri(2t) verwendet. Die Ddmpfung zwischen Sender und Empfanger betrdgt 50 dB.

(a) Skizzieren Sie das Kommunikationssystem und die verwendeten Signale.
(b) Welches Referenzsignal ergibt sich, wenn zur Detektion nur ein Korrelator verwendet wird?
)

(c) Welchen Betrag darf die spektrale Rauschleistungsdichte unter der Annahme von weilem Gaufl-
schen Rauschen am Korrelatoreingang nicht iiberschreiten, wenn die Symbolfehlerwahrschein-
lichkeit einen Wert von P{£} = 1076 nicht iibersteigen darf?




