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389.138 Telekommunikation — 2014S
1. Ubung — Losungen

07.04.2014 — 11.04.2014

Einen Uberblick iiber die in der Ubung verwendete Notation finden Sie in TUWEL.
Sollten Sie Fehler finden, so wenden Sie sich bitte an tk138@nt.tuwien.ac.at.

Beispiel 1 — Zwei diskrete Zufallsvariablen

(a) Beim zweimaligen Wiirfeln gibt es |[{1,...,6} x {1,...,6}| = 36 mogliche Versuchsausginge, die
alle die gleiche Wahrscheinlichkeit % besitzen. Die Wahrscheinlichkeit fiir X = 2 und Y = y
ergibt sich aus der Multiplikation der Anzahl der moglichen Versuchsausginge |A| die zu dem

Ergebnis fithren mit dieser Wahrscheinlichkeit.
1
pX,Y(x7y) :P{X:.’E/\Y:y} = |A| : %7 AC {1776} X {1776}

Fiir die Anzahl der ler/2er gilt z,y € {0,1,2} = X = Y. Damit ergibt sich fir (z,y) € X x Y:

1 16 4
Pxx(0,0)={3,-...6} x {3,....6} ge =55 =3
1 8 2
pxx(1,0) = [{(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (3, 1), (4,1), (5, 1), (6. )}] - 5 = 52 = 5
1 1
px.v(2,0) = [{(1,1)}] 36~ 36
1 2 1
pxy(1,1) = [{(1,2),(2,1)} 36 36 18
2
Pxx(0,1) = pxv(1,0) = 5
1
2 = 2 - o4
px,y(o, ) pX,Y( 70) 36
1
pxv(2,1) = pxv(1,2) = px,v(2,2) = 0] - 36 0

Fiir die verwendete Symmetrie kann man sich vorstellen, dass man 1 und 2 auf dem Wiirfel

austauscht, wodurch sich das Ergebnis nicht andert. Es ergibt sich die gefragte Tabelle:

XYoo 1 2
4 2 1

0 15 § 3
2 1

1|2 L o
1

2 | L 0 o0

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten muss natiirlich 1 ergeben:

4 2 1 1
s = s = — 2 p— 2 P— —_— = 1 \/
E px.y (2, y) § § px.v(z,y) 9 + 9 + 36 + 13
(z,9)€EXXY TEX yeY

P{X+Y >0} =P{X>1VY>1}=P{X#£0AY #0}
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4 5
=1-P{X=0AY=0}=1-pxy(0,0)=1-5=¢

(¢) Oxy = E[(X = pux)(Y — py)]

= .- = E[XY] — uxpty = Rxy — pxpy. Um px, gy zu berechnen
bendtigen wir px () und py(y).

1 25
={2,... 2,... — = =
px(0) = {2+, 6} X {2, 6} 32 = =
1 10
px(1) = [{(1,k € {2,3,4,5,6}), (k € {2,3,4,5,6},1)}] - 3= 36

() = HOL DY 55 = 5

Eine andere Moglichkeit zur Berechnung von px () und py (y) ist die sogenannte Marginalisierung:

2 1 10
px(x) = pxy(z,y) 7B, px(1) =D pxy(ly) = st t0=3
yey yey

Auch hier gilt 3>, px(z) = % + ;Tg ta=1 v.
Aus Symmetriegriinden ist py(y) = px(y). Damit kann der Mittelwert berechnet werden:

25 10

1 1
—x =3 —0- 241240 — ==
y = px wexl’px(ﬂﬂ) 36 + 36 + 363

Es verbleibt die (hier einfache) Berechnung der Korrelation Rx y

1 1 1

= = 1 . 1 —_— = — = — = ——

Rx.vy E xy px,v (T, y) R = Cx,y = Rxy — pxpy 18
(z,y)€EXXY

(d) Um eine quantitative Aussage zu treffen, macht es Sinn, den Korrelationskoeffizienten px v zu

betrachten.
XY = Sxy _ ? - € [—-1,1]

oxXoy 15 5
Das negative Vorzeichen bedeutet, dass wenn X grofler als der Mittelwert ist, Y statistisch eher
kleiner sein wird als dieser. In diesem Beispiel kommt das daher, dass sobald X zumindest 1 ist,
die Wahrscheinlichkeit fir Y grofl sinkt, weil jeder Wiirfel nur eine Zahl annehmen kann. Der

Betrag von px y beschreibt die Stirke des Effekts.

1 Tﬁ(z) /\

| 1 3

Abbildung 1: Wahrscheinlichkeitdichtefunktion fz(z) = tri(z — 3) aus Beispiel 2.

Beispiel 2 — Schitzen einer Zufallsgrofle

(a) Die Wahrscheinlichkeitsdichte von fy(y) erhdlt man durch Differenzieren von Fy(y) nach y

() = algy(y) = rect(y — 0.5)
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()

Da X und Y unabhéngige Zufallsvariablen sind, kann die die Wahrscheinlichkeitsdichte von Z =
X+Y iiber die Faltung der beiden Dichten berechnet werden. Im folgenden sei d,, (v) £ §(z — ;).
Da fx(z) = (825 * rect)(z) und fy(y) = (0.5 * rect)(y) folgt

fz(2) = (fx * fy> (2) = (52,5 * rect * g 5 * rect) (2) = (63 * rect * rect ) () = tri(z — 3).

=tri

Dabei wurde die Kommutativitdt und die Assoziativitdt der Faltung verwendet. Die Wahrschein-
lichkeitsdichte fz(z) ist in Abbildung 1 skizziert.

Es ist 7 so zu wiéhlen, dass der quadratische Fehler e(r) = E[(Z —r)?] minimal wird. Unter

Verwendung der Linearitdt von E[ -] erhalten wir
e(r)=E[(Z - 7“)2] = [E[ZQ] —2E[Z)r + [E[’/‘2] = [E[ZQ] —2E[Z]r + 12

Durch Ableiten und Nullsetzen e(r) von erhdlt man iiber

Oe(r)
or

=2 —2E[Z]20 = 2=rum=E[Z

die Bedingung, dass der Schétzer 2 dem Erwartungswert E[Z] entsprechen muss. Damit ergibt

sich der Schatzwert zu

2 = [E[Z] :/O:ozfz(z)dz:/oo ztri(z — 3)dz =--- = 3.

— 00

Da es sich bei Z um eine kontinuierliche Zufallsvariable handelt ist P{Z = 2} = P{Z =3} = 0.

Gesucht ist also A sodass P{3 — A <z <3+ A} < 0.5. Da fz(2) nur auf (2,4) ungleich 0 ist,
miissen 3 — A und 3 + A in (2,4) liegen, also A < 1 sein.

3+A o 3+A
05=P{83-A<Z<3+A}= fz(z)dz =™ 2/ fz(2)dz
3-A 3
3+A
:2/ 4—zdz=-=-A"42A
3

Es ergibt sich also die quadratische Gleichung fiir A

1
A2_9A+05=0 = Ajp=1T ——
1,2 ¥\/§

und da 1+ % >1list,ist Aals A=1-— % zu wéahlen.

Wie in (d) bereits erwédhnt, ist fz(z) nur auf (2,4) ungleich 0 und man muss deswegen, nach

analoger Argumentation, A = 1 wéhlen.

Beispiel 3 — Fehlerwahrscheinlichkeit

(a)

Zuerst werden die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten fyx(y|z) berechnet. Fiir ein gegebenes
x € {—1,1} ist geméf
Y=X+N (1)
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Y = —1+ N oder Y =1+ N. Die gesuchten bedingten Dichten ergeben sich durch Verschiebung
um diese deterministischen (nicht mehr zufélligen) Werte. Man erhélt also

Fxl =1 =fny+1) und fyx(y|l) = fn(y —1). (2)

Die gewichteten Dichten fyx(y|z)P{X = 2} erhilt man durch Multiplikation mit der Auftritts-
wahrscheinlichkeit P{X = z}

Pexlol = DPEX = =1} = Zhn(y+1) wnd Fee(yDP{X = 1} = 2 fuly — 1)

Fiir die kombinierte Wahrscheinlichkeitsdichte fy(y) ergibt sich nach dem Gesetz der totalen
Wahrscheinlichkeit (Law of total probability)

Pely) = Fox(yl = DPEX = —1}+ Frx(IDPX =1} = 2 fuly +1) + 3 fuly — 1)

Erklarung mithilfe der Faltung unabhdngiger Zufallsvariablen: Allgemein ergibt sich fiir unabhén-
gige X und N mit dem Modell Y = X + N unter der Annahme einer diskreten Eingangsverteilung
fx(x) =32, cx P{IX=2}6(x — x;) durch Faltung der Dichten fx(z) und fn(n)

Fow) = (P i) ) = D2 fuly =) P{X = a3}

r,€EX
:fY\X(yIIi)

Die gesuchten Skizzen sind in Abbildungen 2a und 2b zu sehen.

Der Entscheider entscheidet sich nach

2(y) = argmax { fyx (y|2)P{X = z}}.
ze{-1,1}
Das bedeutet er wihlt bei einem gegebenen y, das x € {—1,1} aus, fiir das fyx(y|z)P{X =z}
grofler ist. Die Projektion der Schnittpunkte auf die Abszisse ergeben die Grenzen der Entschei-
dungsgebiete. Letztere sind ebenfalls in Abbildung 2b eingezeichnet. Die zwei Schnittpunkte

erhilt man rechnerisch indem man die beiden gewichteten Dichten gleichsetzt.
| 1 2
Fx(yl = DP{X =1} = fix@DP{X =1} & ofuly+1) = g/fuly—1)

Dies liefert nach kurzer Umformung eine quadratische Gleichung mit den Losungen y; = —3—+/7
und yo = —3 + /7. Es ergeben sich, unter Zuhilfenahme der Skizze, die Entscheidungsregionen
Ri,a = (—00,91), R1p = (y2,00) und R_1 = [y1,y2]. Damit entscheidet der Empfénger nach

1, fir yE R = Rl,a U Rl,b
-1, fir yeR_,

welches & wahrscheinlich gesendet wurde.

Interpretation: Ist y also in unmittelbarer Nahe von 1 oder —1 entscheidet man sich fir das
naheliegende Symbol. Fiir sehr negative Werte sind beide bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten
sehr niedrig, das Rauschen ist also im Vergleich zum Signal stark. Daher entscheidet man sich

hier fiir das a priori wahrscheinlichere Symbol 1.
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(¢) Unter Verwendung der Verteilungsfunktionen
" n., 11
Fn(n) =P{N <n} = fu(n)dn' = §+farctann,
oo T
y
Fyx(ylr) = PAY <ylX = o} = / Ax(¥'|2)'dy" = Fa(y — )
ergibt sich mit P{.A N B} = P{A|B}P{B}

Pe:P{f(;éx}:P{>“<=1AX=—1}+P{>“<=—1A><=1}
- P{)“( —1X = —1}P{x =1} + P{X = 1X = 1}P{x -1
=P{Y € Ry[X = —1}P{X = 1} + P{Y e R_{|X = 1}P{X = 1}
=P{Y <y VY > X = —1}P{X = =1} + P{ys <Y <5po[X = 1}P{X =1}
= (P{Y <yuX = =1} +P{Y > X = =1} )P{X = =1} + P{y1 <Y < olX = 1} P{X = 1}
=Fyx(y1]-1) —1—Fyx(y2|—1) Py (2l1) ~ Fyyx (31 1)

1 2
-3 (FN(y1 T 1) 41— F(ys + 1)) +3 (FN(y2 ~ 1) — Fa(yi — 1)) — 0.2316043011. ..

fyix(y[H)P{X =1}
0.2 ¢ 0.2 |
r(y)
: : : : : — : : : : :
—6 —4 -2 2 4 Y —6 —4 -2 2 4 Y

—

Rl,a Rl.b

(a) Wahrscheinlichkeitsdichte fy(y) (b) gewichtete bedingte Dichten und Gebiete

Abbildung 2: Beispiel 3
Beispiel 4 — Fehlerwahrscheinlichkeit AWGN Kanal

(a) Da die Vorgangsweise dhnlich wie bei Beispiel 3 ist, sollen hauptséichlich die Unterschiede aufge-

zeigt werden.

(i) Fiir die Dichten erhdlt man daher

F~x@yl=v) = fn(y +v) und  fyx(ylv) = fn(y — )
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und fiir fv ergibt sich

W) = frx(yl —0)P{X = —v} + fyx(ylv)P{X = v} = %[fm(y +v) + fn(y —v)]

Die Dichten sind in Abbildungen 3a und 3b skizziert.

(ii) Da die beiden Symbole gleichwahrscheinlich sind, gibt es beim Schneiden der gewichteten
bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten nur einen Schnittpunkt. Dieser ist unabhéngig vom
Parameter v immer bei y = 0, was sich analog wie in Beispiel 3 nachrechnen lasst. Es gibt
in diesem Fall nur zwei Entscheidungsgebiete, da fiir y > 0 immer Z = 1 wahrscheinlicher

ist. Die Entscheidung wird vom Empfinger nach

1, fir y>0
-1, fir y<O0

getroffen.

Interpretation: Aus Symmetriegriinden liegt die Entscheidegrenze genau in der Mitte.

(iii) Wegen der Symmetrie ist P{)A( =vulX = fv} = P{)A( =—v|X= v}.
o0 oo o 1 ~ (ytv)?
Fxyl=v)dy= [ fa(n+v)dy = e 27 dy
0 0 0

t:w 1 > t2 (%
A T
dt:i@’% 277/;;8 QU

P{)A( =X = —v}

Es ergibt sich also fiir P,

P, = P{)Z — |X = —U}P{X — )+ P{X = X = U}P{x =) = Q(g)

Unter Verwendung der Beziehung Q(z) = 1 (1 — erf(2/v/2)) sowie mit der Notation AV =
2v ergibt sich Gleichung (6.8) aus [1]:

e i(m(25)

(b) () sz=0Q14) & =z= %Q(4) = 0.000006334245948 . . .

(ii) « = %(1 — erf(3)) = %erfc(i’)) = % .29(\/5. 3) = 0.00001104551 ...

1 1
(iii) 1075 = ierfc(fw) =3 2- Q(\/i 5- x) & 4.26489---=+2-5-x & x=0.603146. ..
Beispiel 5 — MIMO Kanal

(a) Das Signal ro(t) ergibt sich durch Einsetzen in die Definition und Anwenden elementarer Eigen-

schaften des Faltungsprodukts.

ro(t) = Z (hij * 55)(t) = (ha,p * s1)(t) + (ha2 * s2)(t)

j=1
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Fr(v) Fyix(ylv)P{X = v}

0.2 + 021

4 9 2 1Y 4 9 2 1Y

(a) Wahrscheinlichkeitsdichte fy(y) (b) gewichtete bedingte Dichten und Gebiete

Abbildung 3: Beispiel 4: Skizzen fir v =2,0 =1

= 1.5rect(t — 1) + rect(t — 2)

Das Signal ist in Abbildung 4 dargestellt. Im Allgemeinen kénnen rdumliche und zeitliche Inter-
ferenzen auftreten. In diesem speziellen Fall interferieren der hintere Teil von (h172 * $1)(t) mit

dem vorderen Teil von (hg o * s2)(¢).

(b) Durch Vereinfachung der Impulsantworten h; ; = H; ;6(t) fithrt das Faltungsprodukt auf eine
einfache Multiplikation, da der Dirac-Stofl das Einselement der Faltungsalgebra darstellt (0 xz =

x). Somit ist eine Matrixdarstellung moglich, die hier fiir Npx = 2 angefiihrt ist.

1 =h1,1 %81+ hi2* 52 r1=Hy181 + H1,282} K (t) = Hs(t)

—
T9 = ha1 * 81+ hog * 52 hij=Hi,;5(t) ro = Hy 151 + Ho 959

(¢) Durch Einsetzen des linearen Zusammenhangs s’(t) = Ps(t) folgt
r(t) = Hs'(t) = HPs(t) = s(t)

Eine mégliche Losung fiir eine interferenzfreie Ubertragung wire P = H™!, das eine Invertierung
des Kanals bedeuten wiirde (Rdumliches Entzerren). In diesem Fall muss die Kanalmatrix H

invertierbar sein.

Beispiel 6 — Kreuzkorrelation, Signalenergie und Fehlerwahrscheinlichkeit
(a) Die Signale s1(t), s2(t) und s3(¢) sind in Abbildung 5 skizziert.

(b) Die Signalenergien der drei Signale s;(t), s2(t) und s3(t) berechnen sich nach der Definition
E; = / |si(t)[?dt, i =1...3,

wobei die rect-Funktion alle drei Signale auf den Bereich ¢ € [0, 2a] beschrankt und die Integration
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To (t)

1.5+

0.5

05 1 15 2 25

Abbildung 4: Empfangenes interferiertes Signal r2(t)

51(t), s2(t), s3(t) / a

—_— Sl(t)
1+ - SQ(t)
— s3(t)

t/a

Abbildung 5: Skizze der Signale s1(t), s2(¢) und s3(¢).

nur uber diesen Bereich durchgefiihrt werden muss.

o] 2a
B = / 151 ()2t = / (—a)2dt = a2(2a — 0) = 243
—o0 0

2a
< 2a 2 2a 9 . ‘
t 4 sin(2m i
E2=/ |82(t)l2dt=/ a?sin?( 72 dt:i/ 1—cos( 27— |dt = L t_ﬂ _
— 00 0 a 2 0 a 2 271-7

a2 P
—5@a7070+0%:ﬁ

2
—00 3 - 0 a dtzadu 1 —15

(c) Die normierte Kreuzkorrelationsfunktion pi2(7) ergibt sich durch die Normierung der Kreuzkor-

b3

relationsfunktion Ry2(7) auf die beiden Signalenergien E; und Es geméifl

1 1
pralr) = Jp=lia(n) = T

Da sich die beiden Signale s1(¢) und sg(t) nur iiber den Zeitbereich ¢ = 0...2a {iberstrecken,

/Z s1(t)salt — 7)dt

miissen die vier verschiedene Fille der Uberlappung beim Integral beriicksichtigt werden.

_ 1 00 ; t—a . t—T1 + t—T—a af —
Pm(ﬂ—m _Oo(—a)rec 5 Jasin| T Jrect ——— —
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1 . t—1 ) t—a " t—T—a dt
=—— sin| 71— |rec rect | —————
av?2 J_s a 2a 2a

Mit der allgemeinen Losung des Integrals

t t—r\ 1%
1 L ( t—7>dt 1 | —cos(r=T) 1 ( t—T>
——— [ sin(7—— |dt = — = cos(
av'2 Ji, a a2 a . ™2 a
0

ergibt sich die normierte Kreuzkorrelationsfunktion zu

pr2(T) = V2
] 1 i—ry2a 1 S T—T B
0<7<2a: mCOS(ﬂTT)’T iy COS(T('aaT)—COS(ﬂ' p ) =
—_——

) —2a<7<0: W12[1—cos(7rg)]  sgn(r) T ’
= N L[COS(Wg)_l] = i\/? [cos(wa>—1}rect(—a)

20 < T 0

Damit ergibt sich fiir p;2(0) = 0. Eine Skizze des Ergebnisses ist in Abbildung 6 dargestellt.

Analog dazu kann der normierte Korrelationskoeffizient p;3(0) berechnet werden, wobei zur Ver-

p12(T)
0.4+
0.2+
T/ a
—25 ) ~15 -1 0.5 0.5 1 1.5 2 2.5
—0.24
—0.41

Abbildung 6: Skizze der normierten Kreuzkorrelationsfunktion pi2(7).
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einfachung der Rechnung gleich zu Beginn 7 = 0 eingesetzt werden kann. Es gilt daher

p13(7)|,—0 = p13(0) = \/ﬁ /_O; s1(t)ss(t — 0)dt = \/QC;W /:a(—a)a (1 - (Z - 1>2>dt

u=1t-1 15

a? !
@ —7/ 1 —vldu = —/ =
dt = adu a3 /% 1 32

Ak
{u — ] ~ —0.91287 .
314

(d) Fiir den allgemeinsten Fall eines bindren Ubertragungssystems gilt

rie) - o 2Y).

Fiir den Matched Filter ist AV die Energiedifferenz der Entscheidung geméf [1] Gleichung (8.56)

AV = FEy+ E1 —2p\/ EoFr

und die RMS-Rauschleistungsdichte o fir den Matched Filter ist in [1] Gleichung (8.49) mit

| No

gegeben. Fiir die Ubertragung werden die beiden Signale s1(¢) und sy (t) verwendet, daher gilt p =
p12(0) = 0. Es handelt sich dabei also um orthogonale Signale. Damit stehen alle Zusammenhénge

fest und die gesuchte Grofle a ldsst sich daraus ableiten.
AV AV AV
P{5}=Q<2>:Q —_— =Q<,/2N>é10—9
7 2,/ S AV 0

AV
Van, = °
2
AV = E, + By = (6\/2N0>

2a® + a® = 72N,
a = /24Ny ~ 0.0134

Beispiel 7 — Fouriertransformation
(a) Mit der allgemeinen Beziehung w = 27 f erhéilt man
X1 (jw) = / sttt / 2(#)e 2L = X (f).
Somit gilt der Zusammenhang X1 (j27f) = Xo(f) bzw. X;(jw) = Xo(5%).

(b) Die Giiltigkeit ist durch einfaches Einsetzen in die Definitionen und anschlieBendes Vertau-
schen des dufleren und inneren Integrals sowie Anwenden der Abtasteigenschaft des Dirac-Stofles
z(t)o(t —T) = x(T)d(t — T) beweisbar.

]:1_1{.7:1{1‘(25)}} = ‘Fl_l{Xl(,]w)} _ % [OO Xl(jw)ejwtdw

10
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/ / Ne It ¢ et dw = / / Ne it el“tqt dw

ac( )/ eIt et quudt! —/ x(t)—/ e =gy at!
o o oo 2 J_ o

=4§(t’—t) (siche Hinweis)

:/OO m(t’)é(t’—t)dt':/oo z(t)5(t —t)dt / o(t" — t)dt’ = x(t)

— o0 —00

Der Beweis fiir Fouriertransformation aus Buch 2 ist nach der Substitution f = w/27 auf analoge
Weise durchfithrbar. Das Fazit aus (a) und (b) ist, dass die Fouriertransformationen aus Buch 1

und Buch 2 dquivalent sind.

(¢) Unter Verwendung von (a) folgt
w w o sin (WTﬁ) - wT\
X1 (jw) = Xo <—) = 7sincy (T—)e*”ﬂT =7r——~ "7 7T — rgincy (—)e*J“’T.
2m 2m 2

Beispiel 8 — Lineare Quantisierung

(a) Die Amplitudenverteilung fs(s) und der Quantisierer Q(z) sind in Abbildung 7 fir m = 8
dargestellt. Der dargestellte Quantisierer kann die Werte {—1q,—3¢,—3¢,—3¢,3q,3q,2q, 2¢}

annehmen.

fs(s)

— a Il Il Il Il Il Il a S

—4q -3¢ —2q —1q lg 29 3q 4q
Q(x)

a

4q-+
3q-+
2q+

1q+

—1q}

—2q 1
—3q 1

—4q ]

Abbildung 7: Skizze der Amplitudenverteilung fs(s) und des Quantisierers Q(z) mit ¢ = 22 fiir m = 8.

11
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(b)

Der Quantisierer Q(z) kann fir die gegebene Amplitudenverteilung mit einem allgemeinen m

nur die diskreten Werte

% +1—
A4:{ql+2m}1mti€mJPwm—1}

annehmen. Die Wahrscheinlichkeit als Ergebnis des Quantisierers ein bestimmtes S € M zu erhal-

ten ergibt sich nun als die gesamte Wahrscheinlichkeit ein S zu erhalten, welches im zugehorigen
Intervall liegt. Daraus folgt der Zusammenhang

. A . . . q 1 2a 1

pg(s):P{S:s}:P{s—%§S§s+g}:%:%a -

welcher zeigt, dass Wahrscheinlichkeitsfunktion des Quantisiererausgangs unabhéngig von § ist

und damit einer gleichverteilten Zufallsvariable entspricht.

Ist nun der Quantisiererausgang S = § bekannt, kann nun umgekehrt auch eine Aussage iiber die
Zufallsvariable am Quantisierereingang S getroffen werden. Fiir ein bekanntes S = § muss der
Wert S am Eingang des Quantisierers im Intervall [§ — 4,5+ %] liegen. Dementsprechend ist die

bedingte Dichte auflerhalb dieses Intervalls 0 und innerhalb des Intervalls proportional zu fs(s):

. Afs(s) firs—94<s<s+14
f5s(sl8) = 2 2

0 sonst
-5 1 -5 A -5
= AfS(S)rect<s . S) = A%rect<2sa)rect<s . S) = 2arect<s . S)

mit der Normierungsvariablen A. Der Ausdruck rect(s/2a) fillt weg, da sich dieses Rechteck

tiber alle moglichen s erstreckt, wihrend das zweite Rechteck rect((s — §)/¢) einen Teil davon

herausschneidet. Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte muss nun noch auf 1 normiert werden

| 00 . 5+4 A A
1= / fs‘g(s|s)ds = / %ds = %(

geméf

>
+
NS

aq
2

= A=m.

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte lautet daher mit ¢ = 2a/m

t@B(sé)—>;nmt<s__§>. 3)

q

Unter der Bedingung, dass ein bestimmtes S = § € M auftritt, ergibt sich fiir den Quantisie-

rungsfehler E =S — S der Zusammenhang

wu»

(E|S=38) = (S|S=3)— (55 = 5). @
———
~fes(eld) ~fs15(s18) =3

wodurch der Zusammenhang des Hinweises

Fersleld) = fole +313)

12
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folgt.! Mit Gleichung (3) lisst sich nun die totale Wahrscheinlichkeitsdichte des Quantisierungs-
fehlers nach

fe(e) = Z fes (e|8)pe(3 Z fsis (e 4 3|5)ps(5) = Z 1rect<e+j_§>1 =

§eEM seM seM q

1 e\ 1 1 e\ 1 1 e
Z —rect| — | — =m-rect| — | — = —rect| —
sem q q/m q q/m q q

|M|=m identische Ausdriicke

berechnen. Es handelt sich beim Quantisierungsfehler also um eine gleichverteilte Zufallsvariable

im Bereich —%... 2.
() Die beiden Erwartungswerte E[S?] und E[E2] lassen sich mit nun bekannten Funktionen ps(8)

und fg(e) berechnen.

H

Y1 L 1 2%it1-m P
:ZSsz(S):E 52:mz<q2> = — 22—|— 1-m )2

dm
seM seM i=0 =0

:q 242 +4(1 —m)i + (1 —m)? (5)

Die beiden Reihen Y 4i% und Y 4(1 — m)i in Gleichung (5) liefern fiir i = 0 keinen Beitrag. Es

konnen daher die Summen der endlichen Reihen nach

° n(n+1) i 1)(2n +1
k=1 k=1 6

eingesetzt werden und es folgt

[E[§2] =4 {4(771 —1m@2m—-1)+2(1 —m)(m —1)m +m(1 — m)2]

4m | 6
g [2
=T 3(m—1)(2m—1)—2(1—m)2+(1—m)2}
q> :2 g>[2
=7 3(m1)(2m1)(1m)2} _4{ (2m23m+1)(12m+m2)}
2: 2 2
_ a4 e 2_ Y O e
= 4_3m 2m+3 14+2m—m~| = 1 3m 3 f12(m 1).

Der Quantisierungsfehler ist eine kontinuierliche Zufallsvariable, dessen Varianz sich nach

o i 9 16312 1/ ¢ e
[EE2:/ 2 d:/ 22de = - — — (L L)L
)= | eetene= [ @rae=o5] =5 (5+%) %

e

—0 —2 q q3

2

ergibt. Das gesuchte SNR ist daher

SNRy = —=— =

I Beachten Sie den Zusammenhang zwischen Gleichung (1) aus Beispiel 3 und Gleichung (4): Fiir gegebenes X = x
ist (Y|X = z) = 2+ (N|X = z), wobei aber wegen der statistischen Unabhéngigkeit zwischen X und N der Zusammenhang
(N|X = z) = N besteht und somit Gleichung (1) folgt.

13
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und in logarithmischem Maf} gilt

SNR{"™ = 10log,,(SNRq)dB = 10log,(m?* — 1)dB 2 20log,o(m)dB

— 92 logy(m)

=20—>—%-dB =~ 6.0206 b dB.
log,(10)

Beispiel 9 — SNR einer PCM-Audioiibertragung

(a) Das Blockschaltbild des PCM-Systems ist in Abbildung 8 dargestellt.

AAF } (Lq{’}
VerstdrkerJ&(Rekonstr.ﬁlterj

Abbildung 8: Blockschaltbildes des PCM-Systems.

PCM Coder

(b) Nach dem Abtasttheorem muss die Abtastfrequenz mindestens doppelt so hoch wie die hochste
im abgetasteten Signal auftretende Frequenz gewdhlt werden. Das eigentliche Nutzsignal selbst
hat zwar nur 16 kHz, jedoch bietet das Anti-Aliasing-Filter erst ab 20kHz eine ausreichende
Déampfung. Da iiberhalb von 16 kHz noch Stérsignale und Rauschen auftreten kénnen, muss die
Abtastfrequenz mit fs = 2 - 20kHz = 40kHz gewahlt werden.

(c) Mit dem Verhéltnis Spitzenleistung/mittlerer Leistung von a(4B) = 15dB gilt
SNR(™® = SNRUE) — a(®) = 40dB - 15dB = 25dB (6)

und in linearem Maflstab
snr(4B)

SNR, = 10710 ~ 316.2278.

(d) Die Codewortlinge ist die Anzahl an Bits die fur das geforderte Spitzen-SNR,, erforderlich ist.
Aus dieser Bedingung folgt

SNR{P). > 40dB

SNR g max = 1070
3-(2M?% > 10t

/104 102
n > log, ( 3) = log, (\/3) ~ 5.8514.

Es sind also mindestens 6 Bits notwendig, n = 6.

(e) Fiir jeden Abtastwert muss ein Codewort mit n Bits iibertragen werden. Die gesamte Bitrate Ry,
ist daher
Ry = fsn - 1bit = 240kbits™!.

(f) Nach der Rekonstruktion des analogen Signals auf der Empfingerseite ist das SNR durch zwei
Faktoren beeintréchtigt: durch die Quantisierung und durch die Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei

14
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der Ubertragung, die sich im PCM-Decoder in einen Amplitudenfehler umsetzt. Damit kann
auch der Einfluss der Bitfehlerwahrscheinlichkeit als Rauschen aufgefasst werden. Das SNR
ist damit (siche [1] Kapitel 5.7.2)

E[5?] SNR,

SNRgut = =
"7 E[E?+E[E]] 1+ 4P{€}SNR,

Im logarithmischen Mafistab berechnet sich das SNRqu; zu

SNR'E) = 101og,(SNRout) = 24.9945.

out

Dieser Wert liegt nur knapp unterhalb von SNR((ldB). Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei der
Ubertragung beeintriachtigt das SNR am Ausgang des PCM-Decoders also nur sehr wenig und
das SNRUP) st hauptséchlich durch die gewéahlte Quantisierung durch SNR&dB) bestimmt.

out
(g) Werden ein oder mehrere zusétzliche Bits An fiir die Quantisierung verwendet, so erhoht sich der
Bedarf an Bandbreite. Es reduziert sich aber auch das Quantisierungsrauschen und das SNR
steigt. Die Anzahl der Codeworter pro Zeit bleibt gleich (fs), jedoch erhoht sich die Anzahl der
Bits pro Codewort und damit die Bitrate R, sowie die Bandbreite B gemaf
ARy = fsAn - 1bit
AB = f,An. (7)
Analog zu Gleichung (6) ldsst sich diese Erhohung der Bitanzahl in eine Verbesserung des Si-
gnal/Rauschverhiltnisses gegentiber dem Quantisierungsrauschen darstellen. Es ist
SNR(™®) = SNRUB) — o(1B) = 101og,, (3 : 22<"+A")) PNCE)
= 101og;0(3) + 201og(2)(n + An) — al4B)
= 101log1(3) + 201log(2)n + 20 log;(2) An —al9B),
—_———

=ASNR{®)
Nur noch ein Term enthélt die Anderung der Bitanzahl, woraus
ASNRYP) = 2010g,,(2) An ~ 6.0206An

folgt. Dies bedeutet einen Gewinn an SNRy von 6dB fiir jedes zusétzliche Bit An. Der Band-
breiteninderung AB gegeniiber gestellt bedeutet dies mit Gleichung (7)

201og4(2)

S

ASNRU™®) = AB ~0.1505kHz " 'AB

Beispiel 10 — Intersymbolinterferenz bei Matched Filter
(a) Abbildung 9a zeigt eine Skizze von Sy (jw).

(b) Zur Berechnung des Zeitsignales so(t) aus dem Spektrum Sy (jw) werden einige Eigenschaften der

Fouriertransformation benutzt.

15
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l So(t)

e

S ©
TN —— W
! )
. ;

0
So(jw)
Ly t
~3r —Ew‘—lw/ In/ 27 3m
—0.1¢
w
-2 -1 1 2 —0.2
(a) Skizze des Spektrums So(jw) (b) Skizze des Zeitsignals sq(t)

Abbildung 9: Skizze des Spektrums So(jw) und des Zeitsignals so(t)

Dualitdt z(t) o— X(jw) <<= X(t) o—e 27z(—w)
Frequenzverschiebung zr(t)eot  o—e  X(j(w—wp))
Produkt im Zeitbereich z1(t)za(t) o—e L Xi(jw)* Xa(jw)

Aus der Dualitdt folgt der Zusammenhang
4
rect(t) o—e sinc(%) = sinc(2> o—e 27 rect(—w) = 27 rect(w),
womit ein einzelnes Dreieck tri(w) geméaf

1 t 1
tri(w) = rect(w) * rect(w) o—e QWWSiHCQ (2> = —sinc? ()
transformiert werden kann. Das vollstdndige Zeitsignal ergibt sich durch frequenzverschobenes
Addieren zweier Dreiecke im Frequenzbereich nach

So(jw) = tri(w + 1) + tri(w — 1) o—e %sian (;) (e ) = lsinc2 <;) cos(t) = sp(t).
T T

Das Zeitsignal sq(t) ist in Abbildung 9b dargestellt.

Abbildung 9b zeigt neben dem Zeitsignal so(t) auch ein verschobenes Signal sq(t + Ts). Dieses
erfillt mit Ty = 27 das Nyquist ISI-Kriterium im Zeitbereich, denn zu allen Zeitpunkten ¢ =
nTs (n € Z\{0}) gilt so(nTs) = 0 durch die Nullstellen der sinc-Funktion.

Das Nyquist ISI Kriterium kann auch im Frequenzbereich angewandt werden. Die Formulierung
im Frequenzbereich fordert, dass die Summe des mit wy periodisch fortgesetzten Spektrums
So(jw) ein konstantes Spektrum ergibt. Tatséchlich findet sich mit wy = 1 eine solche Periode im

Frequenzbereich. Es folgt wiederum

1 1
TS:7:TOZ27T
fo o 52

und damit ist das Signal so(¢) ISI-frei.

16
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(d)

(f)

Die Impulsantwort des Matched Filter lautet geméf [1] Gleichung (8.31)
h(t) =ksy(To —t) = Eksol(t), (8)

wobei die Konjugation entféllt, da es sich bei so(f) um ein reelles Signal handelt. Ty wird beim
Matched Filter so gewéhlt, dass die entstehende Impulsantwort kausal wird, d.h. h(t) = 0 fiir
t < 0. so(t) ist jedoch ein nicht-kausales Signal, das sich iiber alle ¢ € R erstreckt und kann
durch eine Zeitverschiebung daher nicht kausal werden. Es wird daher Ty = 0 gewéhlt und das
Matched Filter ist daher ebenfalls nicht-kausal.

Gleichung (8) lautet im Frequenzbereich
H(jw) = kSo(jw)
und damit ergibt sich das Ausgangssignal Y (jw) des Matched Filter zu
Y (jw) = So(jw) H (jw) = So(jw)kSo(jew) = k|So(je)|*.

Das Ausgangssignal ist also proportional zu |Sp(jw) |2, welches in Abbildung 10a mit dem zugeho-
rigen Zeitsignal in Abbildung 10b dargestellt ist. Wird das Nyquist IST Kriterium nun darauf im
Frequenzbereich angewandt, so findet man keine Periode wy, sodass die Summe des periodischen
Spektrums eine Konstante wird. Auch im Zeitbereich (Abbildung 10b) ist deutlich sichtbar, dass
das Zeitsignal zu allen Entscheidungszeitpunkten t = nT,s (n € Z) von Null verschieden ist. Das

Signal ist daher am Ausgang nicht ISI-frei.

f(50() % 55(=7)) (1)

0.
S0 ()2 AN / VAN’
Ly —3m —27‘('\—177/ 17/ 20 3m
—0.1
‘ ‘ ‘ w
-2 -1 1 2 —0.2
(a) Skizze des Spektrums |Sp(jw)|? (b) Skizze des Zeitsignals F~1{|So(jw)|?}

Abbildung 10: Skizze des Spektrums |So(jw)|? und des Zeitsignals F~*{|So(jw)|*}

Obwohl das Signal am Ubertragungskanal ISI-frei ist, gibt es am Ausgang des Matched Filter die
ungewiinschte Inter-Symbolinterferenz. Dieses Beispiel zeigt, dass fiir eine sinnvolle Ubertragung
das gesamte Ubertragungssystem betrachtet werden muss und dieses als Gesamtheit ISI-frei sein

muss. Nur die ISI-Freiheit am Kanal alleine ist noch nicht ausreichend.

Um ISI beim vorliegenden System nun zu vermeiden, muss beispielsweise der Matched Filter-

Empfinger und der Impulsformer durch H (jw) = k+/|So(jw)| ersetzt werden. Nach der Ubertra-
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gung ergibt sich dann Y (jw) = k|So(jw)|, welches wieder ISI-frei ist, wie Abbildung 9a zeigt. Auf
dem Kanal selbst wird sehrwohl IST auftreten. Dies ist aber unerheblich, solange zum Entschei-
dungszeitpunkt nach dem Matched Filter keine Interferenz mehr vorliegt. Ein Anwendungsbei-
spiel dieser Methode ist das Root Raised Cosine-Filter, siehe [1], Kapitel 8.4.

Beispiel 11 — Manchester-Codierung auf einer Telegrafenleitung

()
(b)

()

Das entstehende Signal ist in Abbildung 11 dargestellt

Durch die Verwendung von nur 2 Symbolen und der Linearitdt der Korrelation kann man das
Matched Filter auf die auf die Einkorrelator-Variante reduzieren. Somit lautet das Referenzsignal

Sret(t) = s1(t) — so(t). Fur ndhere Information sei auf [1], Kapitel 8.3.2 verwiesen.

Vorerst werden die verwendete Grofien berechnet. Durch die Démpfung d und die Impedanz Z,

berechnet sich die Signalenergie am Sender durch F; = f 3 S(t * dt und am Empfinger durch
—oo |ds(t)]?

B, = [ 0l g,

Ty
— \dso (1) . d? / / o) L AT,
FEi,=Fy, = ——dt = — Al“dt Al“dt =d°F
1, 0, /Oo Z Z | — A]Pdt + . |A| —Z

p=po(l=0)=-1 (Manchester-Codierung verwendet antipodale Signalformen)
AV = E, .+ Ey, —2p\/F1 B>, = 4d°E

Ny
=4/ —=AV
g B

1
Ty = R—S =5ps

N(dB>)
No=10"1 - 1mW = 10" ®*WHz !

Mit diesen Ergebnissen kann man die Gleichung fiir die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit aufstellen.

1 1 AV AV AV N
P == erf — | = — | =10"?
() ol ) o) o
Mittels Nomogramm folgt
AV
”TNO 6.0.

Durch Einsetzen in die oben ermittelten Ausdriicke und Umformen folgt

18N, Z,
AT,

=4.2426 - 107% = 20 - log;((4.2426 - 107%) = —107.447dB

Die maximal erlaubte Dampfung ist somit 107.447 dB und die zugehorige Lénge [ berechnet sich
durch

d 107.447dB
d=la = 1= =220 5 07km.
« 35100111

Da der Empfénger keine Auskunft iber den Ausfall von s; bekommt, integriert der Korrelati-

onsempfinger bei Empfang von s; = 0 nur Rauschen ohne jeglichen Informationsgehalt. Daher
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gilt P{0|s;} = 1 und man kann die gesamte Fehlerwahrscheinlichkeit berechnen.

NG

Pe = P{0|s1} P{s1} + P{1|so} P{so} ~
—_———— ————

1 1 -9 1
2 2 10 2

s0101100(t)/10V

] R F5rlr7w°
M

Abbildung 11: Sendesignal bei der Eingangsdatenfolge (0101100)

-1

Beispiel 12 — Binires Basisbandsystem
(a) Die Signale sind in Abbildung 12 und das Kommunikationssystem 13 dargestellt.

(b) Das Referenzsignal lautet s, = $1 — so. Genauere Erklarung ist in Beispiel 11 (b) nachzulesen

(¢) Vorerst werden die notwendigen Werte berechnen. Durch die Dadmpfung d berechnet sich die Si-

gnalenergie am Sender durch E; = [ |s(t)|?dt und am Empfinger durch E, = [ |dso(t)|*dt.

— -1
By, = / |ds1(t)|?dt = d2/ 12dt = d?
o0 3

- 3 2
Ey,, :/ |dso(t)|?dt = 2d2/ |2t — 1)%dt :%
1 — 00
=po1(T'=0 d? t)dt = t(t) - (—tri(2t))dt
P00 m/ o)1t f/m reet(t) - (~ri(21))
3
_\T(/ (- 2t—1)dt+/2(2t—1)dt>:_\f
3 0
1
AV = Eo,+ E1, — 2p\/Eo+ Bry = ( +1+2§ 1.3>

2
—50dB 1 V3 1 7
= (1072 1+2X24/1- 2| ==-107°
( ’ ) <3+ T2 3) 3

Ny
=4/ —=AV
7=V

Anschlieflend wird die Gleichung aufgestellt und mit hilfe des Nomogramms

AV AV \ AV
P = — (— ] =10"° — —— = 4.7534
¢ Q ( 20 ) Q ( 2N0> 0 Nomogramm 2N0 753
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nach der Rauschleistungsdichte Ny aufgelost

AV 7.10°°
Ny = =_3 =5.16-10"".
0™ 97475342~ 2.4.75342
so(t) s1(t)
—0.5 0.5 t 1
t
-1 —0.5 0.5

Abbildung 12: verwendete Signale

PulsformerHKanal)ﬁ(Matched Filter)—>

Abbildung 13: Blockschaltbild des Kommunikationssystem
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