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1 Allgemeines

e Alle Groflen der Beispiele sind als bezogen und dimensionslos zu verstehen. D.h. auch die Zeit
t und die Frequenz f sind, sofern nicht anders angegeben, als dimensionslos anzusehen. Werden

jedoch Einheiten verwendet, so sind diese explizit im jeweiligen Beispiel angefiihrt.

e Um die Ubungsbeispiele numerisch zu lésen und Skizzen anzufertigen diirfen Sie Mathematik-

Software wie etwa MATLAB heranziehen.

2 Konventionen und Definitionen

2.1 Variablen

Deterministische Grofie

T
Zufallsvariable X
Deterministischer Vektor x
Zufallsvektor X

X

Deterministische Matrix
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2.2 Funktionen

Wir verwenden log « fiir den natiirlichen Logarithmus von z, bzw. log, z fiir den Logarithmus zur Basis

b.

0 firxz<0
€(SE)é % firz=0
1 firz>0

tri(z) £ max{1 — |z[,0}

1 fir —f<z<3
1 1
rect(z) = E(x—l— 2) —E(x - 2) =491 firlz[=1
0 sonst
sinc(z) £ sin(w)
x
2 T
erf(z) 2 —/ e tdt
VT Jo
2 oo
erfc(x) £ 1 — erf(z) = ﬁ/z e dt
a1 > t2/2
Qlz) = —/ et /2dt
(@) = 7= )
Der Dirac-Stof8 6(t) erfiillt die Beziehung
1 acA
/ 0(t —a)dt = Vae R, ACR. (1)
A 0 a¢ A

2.3 Der endliche Korper GF(2)

Im Zusammenhang mit bindren Codes ist der endliche Kérper! GF(2) von Bedeutung. Er besteht
lediglich aus den beiden Elementen {0, 1}, es gilt —0 £ 0, —1 =2 1, 17! £ 1 und die Koérperoperationen
“4+7und “ -7 sind geméafl Tabelle 1 erklart.

+]0 1 o 1
00 1 0[0 0
1)1 0 110 1

Tabelle 1: Operationen auf GF(2)

Fiir Vektoren mit Komponenten aus GF(2) definieren wir auflerdem das Hamming Gewicht w( -)

und die Hamming Distanz d( -, -) wie folgt:

w: GF(2)Y — {0,..., N}, ¢ = Anzahl der von 0 verschiedenen Elemente in c

d:GF2)Y x GF(2)N — {0,...,N}, (c,c) = w(c+c)

IDie Bezeichnung “GF” steht fiir “Galois field” (engl.). GF(2) bezeichnet daher den, bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmten, endlichen Kérper (engl. field) mit 2 Elementen.
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2.4 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Fiir eine kontinuierliche bzw. diskrete Zufallsvariable X, die geméf der Dichtefunktion fx(z) bzw.
gemifl der Wahrscheinlichkeitsfunktion px(xz) = P{X = x} verteilt ist, schreiben wir X ~ fx(x) bzw.
X ~ px(x).

Fiir eine kontinuierliche Zufallsvariable X ~ fx(x) definieren wir den Erwartungswert einer Funktion

g(x) als .
Ewaﬂé/“gWNﬂmau @)

— 00

Fiir eine diskrete Zufallsvariable X ~ px(z) definieren wir

E[g(X)] & ) g(@)px(@). 3)

zeEX

Insbesondere ergeben sich aus Gleichungen (2) und (3) fiir g(x) = 22 die Leistung und fiir g(z) =
(z — p)? mit p = E[X] die Varianz der Zufallsvariable X, welche wir auch kurz als V[X] bezeichnen.

Falls die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx(z) einer Zufallsvariable X die Summe gewichteter
Dirac-StoBe ist, d.h., fiir z; € R und p; € R mit Y p; = 1 gilt

() =S pide — ),
i=1
so fallen wegen (1) die Definitionen (2) und (3) zusammen, wobei X = {x1, 22, ..., 2, } und px(x;) = p;.

2.5 Auswerten von erf(), erfc() und Q()

Beachten Sie folgenden Zusammenhénge:

) = 1- Q(~) (4)
Q(x) = %(1 — erf(:v/\/i)) = erf(z) = 1 —20Q(V2x) (5)

z) = %erfc(x/\@) = erfe(z) = 2Q(\/§$) (6)

Um die Funktionen numerisch auszuwerten, empfehlen wir die Verwendung der MATLAB Funktionen
gfunc, qfuncinv, erfc, erfcinv, erf, erfinv oder WolframAlpha.

Fiir den Ubungstest, sollten Sie sich allerdings mit dem in Abbildung 1 dargestellten Nomogramm
vertraut machen. Mit diesem sowie den Gleichungen (4) bis (6) konnen Sie Q(z), Q~!(z), erfe(x),
erfc ™ (z), erf(x) und erf ' (z) fiir gegebenes 2 niherungsweise bestimmen. Einzige beim Test erlaubte
Hilfsmittel sind ein einzeiliger, nicht programmierbarer Taschenrechner sowie das Nomogramm aus
Abbildung 1, welches Sie gemeinsam mit den Gleichungen (4) bis (6) auf einem extra Blatt mit der

Angabe erhalten.



http://www.mathworks.com/help/comm/ref/qfunc.html
http://www.mathworks.com/help/comm/ref/qfuncinv.html
http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/erfc.html
http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/erfcinv.html
http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/erf.html
http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/erfinv.html
http://www.wolframalpha.com/
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3 Fehlerwahrscheinlichkeiten

You shouldn’t trust anything in the literature too much as far as factors of two are concerned
— Robert G. Gallagher in [1]

In diesem Abschnitt wollen wir kurz den Zusammenhang zwischen den unterschiedlichen Formeln fiir
die Fehlerwahrscheinlichkeiten bei der Ubertragung binirer Symbole iiber AWGN Kanéle herausarbei-

ten.

3.1 Wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell

In diesem Modell kiimmern wir uns nicht um die iibertragungstechnische Bedeutung der einzelnen Gro-
Ben. Wir modellieren die Sendesymbole als diskrete, gleichverteilte Zufallsvariablen X € {v1,v2},v1 <
vo , welche gemédl Y = X + N in die Empfangssymbole Y tbergehen. Dabei ist das Rauschen N unab-

héngig von X und geméaf

2
i = s o 573)

verteilt. Der Empféanger entscheidet

R Ao fury < 71’1‘5"2
i(y) = :
v1+v2

v flir y > 23

Entsprechend dem 4. Beispiel der ersten Ubung, erhalten wir fiir die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit

[2, Formel (6.8)]
AV
—
U2 — Ul)

P_P{X¢X}—Q<W)—;<1—erf(2%0>>. (7)

Wir sehen also, dass P nur von der Distanz der Symbole, d.h. von deren Lage relativ zueinander,
abhéngt. Die Signalleistung E[X?] = V[X] + E[X]* im SNR

_ N E[X?] _ (vi403)
7=SNR £ Ei = 5 (8)

héngt hingegen auch vom Mittelwert E[X] ab, welcher aber nicht zum Symbolabstand beitragt. Somit
erhalten wir fiir mittelwertfreie, symmetrische Alphabete (Polare Ubertragung v, = —vy = AV/2)

v = (2}:)2 9)

bzw. fiir unsymmetrische Alphabete mit v; = 0, v, = AV (Unipolare Ubertragung)

AV \?
= = . 10
U (\/50’) ( )
3.2 Basisband Matched Filter Detektion

Nun geht es darum den Gréflen AV und o eine Bedeutung im Rahmen eines Basisband Kommunikati-
onssystems mit Matched Filter Empfanger zuzuordnen. Dabei betrachten wir den Entscheidungszeit-

punkt nach der Filterung des Signals, und setzten ISI-Freiheit voraus. Mit der mittlerer Impulsenergie
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E und dem Korrelationskoeffizient p ergibt sich gemafl [2], Kapitel 8.3,
AV =2E(1 - p) (11)

fiir den Abstand der Symbole zum Entscheidungszeitpunkt sowie

o =1/NoE(1—p) (12)

fur die Standardabweichung des gefilterten Rauschens. Somit ist das Verhéltnis dieser beiden Groéfien

AV, [EA-p)

> Ny (13)

Fiir antipodale Ubertragung (p = —1) folgt damit

AV (13) [2F (9)
% VN VY (14)

bzw. fiir orthogonale Ubertragung (p = 0)

AV a3 [2E (o)
_— = _— = . 15
O'\/i NO ﬁ ( )

3.3 Bandpass Ubertragung

Die in Abschnitt 3.2 hergeleiteten Beziehungen sind unabhdngig von der Dauer der Sendeimpulse;
sie hingen nur von der Impulsenergie ab. Wir betrachten nun eine Ubertragung iiber einen mit der
Bandbreite B beschriankten Kanal mit Symbolrate Ry = 1/Tp. Mithilfe der Gleichungen (14) und (15)
fithren wir nun das Verhéltnis zwischen Trigerleistung C' und Rauschleistung N (eng.: Carrier-to-Noise
Ratio (CNR)) ein:

v = % =2TyB ?\fifg =2TyB % (16)

Dies kénnen wir wie folgt deuten: Erhéhen wir bei konstanter Kanalbandbreite B und Tragerleistung

C die Symboldauer Ty, so haben wir pro Symbol mehr Energie zur Verfiigung, das SNR steigt und
die Bitfehlerrate verringert sich. Gleichzeitig verringern wir dadurch aber die Symbolrate, der Daten-
durchsatz sinkt.

Aufgrund des Sampling Theorems gilt fiir die maximale Symbolrate die {iber einen mit der Band-

breite B beschrankten Kanal iibertragen werden kann

1 1
Rs,=— <2B ToB > - 17
TS = DBz, (17)
fir Basisbandiibertragung bzw.
1
Ri=—<B = 1TyB>1 (18)
To

fir Bandpasstibertragung, vgl. Abbildung 2.
Zusammenfassend erhalten wir aus (7), (9), (10), (14), (15) und (16) Tabelle 2, welche auch in [2],
Kapitel 11, angefiihrt ist.
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P
ipol 1 f £ 1 fe
Basisband POt 2er ¢ 2Ny 26r ¢ 4
1 E 1
bipolar ierfc Mo 2elrfc\/j
1 E 1 TvB C
orthogonal —erfcy/ —— =zerfcy/ — —
Passband (BFSK, OOK) 2Ny 2 2 N
1 E 1 C
bipolar (PRK) §erfc No ierfc ToB N
Tabelle 2: Bindre Symbolfehlerwahrscheinlichkeiten
IS(HIP IS(F)I?
B'=2B

/1N, i

{ 5 2 | | 2
I I

-B B [/ ~f. fo f

Abbildung 2: Leistungsdichtespektrum eines mit der Bandbreite B beschriankten Basisbandsignals (links).
Durch Multiplikation mit einem Trager der Frequenz f. erhalten wir das rechts dargestellte Signal in Band-
passlage. Durch die Modulation verdoppelt sich die Bandbreite von B auf B’ = 2B, weshalb im Trigerbereich
ToB' > 1 gilt (wihrend in Basisbandlage ToB > = gllt) Durch die Verdoppelung der Bandbreite verdoppelt
sich aber auch die mogliche Datenrate (I- und Q- Trager) Sowohl im Tragerbereich als auch im Basisband gilt
fiir die Rauschleistung N = 2228 = NoB bwz. N’ = f22B’ = NoB'.
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